ANALIZA MATEMATYCZNA A dla I roku, 2004/2005

1. Calka nieoznaczona - podstawy.
Calkowanie przez czesci i przez podstawienie.

Obliczy¢ /f(x)dx jesli f(z) dana jest wzorem:
592. 10" 593. Vaz* (m,neN) 594. a’¢”, a>0
595. 3,427 %7 596. 1 -2z

_ 3T 2 1— 2
507, (Vat D(e—vitl) 508 YITTCTT 5o ( x)
T X
2100 _ 1 3
600. (z+1)** 601. 602. sinz  603.
T — z+1

6 7
604. 7"“/5? Ve

X

Znalez¢ takie F', ze F"(z) dane jest wzorem

605. 22 +22 606. cosz 607. ¢

Znalez¢ takie F', ze
608. F"(z)=2"+1, F'(0)=2, F(0)=3
1 .
609. F”(x)::g_:” L F'(2)=1,F(3)=5
610. F"'(z)=sinz , F"(0)=F'(0)=F(0)=0
1 .
611. F”(x)::g_Q ,F'()=F'(-1)=1, F(1)=F(-1)=3
Obliczy¢ [ f(x)dz, jesli f(x) dana jest wzorem:
612. zsin2x 613. re™® 614. x3° 615. z"Inx
616. z°c®® 617. e“sin*z  618. zsinzcosz 619. ¢*sin2x

620. Ver—1 621. e"sine”  622. ze®

623. 1-sinlnz 624. ¢ "z 625.

COS\/ X
Nz
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626.

630.
634.
636.

639.

643.

Zmnalezé takie F, ze F"(z) dane jest wzorem

646.

ze”

1
647. —

X

2. Calka nieoznaczona.

Calkowanie funkcji wymiernych.

Obliczy¢ /f(x)dx, jesli f(z) dana jest wzorem:

648.

652.

655.

658.

662.

665.

50

eV 627. 628. cosz-e"™ 629, 6!7°
zlnzlnlnax

sinrcosz 631. tgr 632. Jreg”Z(xQ—l—l) 633. ¢*%sin3x

e’ cos3x 635, sin3z-sinbx

arctge 637, arctg”z + 9arctg’z 638. z?

22 +1 x?+1 (x—1)1

In"z +In’z 2 5 i . —az

—————— 640. ¢ " 2> 641.sin\/z 642. sinldz-¢
x

V241 2z 1

VI gay. 645. _ Wsk. z =sint
x ver+1 V1— 22

ba? —12 649. arcter  650. arcte/z 651 !
. arc Xz . arc X . T
(22 —6x+13)? & & 1+vVz+1
:': 653 * 654, L7
(z4+1)(2x+1) T 22—Tzx+10 T x2—Tr 412
‘ 3
T gse. M¥H3 gy AL
202 —3x—2 (x—2)3 3 — 12
4 1 2 4r—1
. 659. ———  660. ————  661. 22 1
11 (@24 9)° (22 +2)? ln(z+1)
1 1
VT ges. — 1 gea. —
\/,_—% zv/ x4+ 1 1+ x+1
T 1 2
‘ Wsk. t=¢” 666. 1-In(1+2?) 667. —
e*r 41 1+ 23
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1 728+ 322 +4x
668. zln(z*+1) 669. ———— 670.
vIn(z”+1) 2—z—1 T34+ 222 +4
T 2r T
671. /zl 672. 673. 674.
Vilnz e+ 1 e?r 41 e — 1
1 Vet+l41 1 1
675, — ey, YEIITL enn
(z4+1)yx v+ Vi+l—1 64+ 4
1 1 xt
678. - 679, — 680. ———
(22422 +2)(2? —4) 1+ o +2 vl
1
681. $4—_|_1 WSk. $4+1:($2+a$i1)($2+b$i1)
202+ 41z —91

682. r’arctgr 683.

(z— 1) +3)(x—1)

Sprowadzi¢ nastepujace catki do calek funkcji wymiernych
20

684./ 10.dr  685. /7 686. /‘r—d
sinvde sinz + cosx 230+ \/x+1 v
V¥Rl . .
687. / 688./\/21 Yz +5d
e T TVt odr

/ Vr+i+z

689. dz

2\ /x+7+4

690. /\/w +1dx Wsk. vVz2+1=z+1

691. /\/x2—1dx Wsk. ([Tt oy
z+1

692,

dzx
— T 693. /\/:ﬁ— 1627dz
/ 14+vVz2+9
Wyrazié¢ I, przy pomocy I,_{ lub I, _

1 n T
694. In(;v):/md:ﬂ 695. [n(:ﬂ):/:ﬁ e“dz
696. [,(x) =/x”sinxd;t:

697. [,(z)= /sinnxd;v Wsk. sinz-sin" "'z przez czeéci
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698. [n(:v):/ln”:vd;v 699. [n($):/$”ex2d:ﬂ

T

700. Znalez¢ takie F', ze F''(z) = m )

F'(0)=0, F(0)=5

Do poczytania:
K. Kuratowski, Rachunek rozniczkowy i catkowy, funkcje jednej zmiennej,
Biblioteka Matematyczna 22, §9 Calki nieoznaczone.
W. Krysicki, .. Wtodarski, Analiza matematyczna w zadaniach, czedé 1,
Rozdzial XV Catki nieoznaczone, Rozdzial XVI Calki funkeji wy-

miernych, §17.1 Calki z pierwiastkéw z wyrazenia liniowego.

3. Calka oznaczona - podstawy.

701. Docent Karol Juzek ma wyglosi¢ odczyt dotyczacy calki ozna-
czonej. Docent Karol Juzek chce podac¢ nastepujace wzory zachodzace

dla funkcji ciaglej f na przedziale [a,b]:

/f(x)d:z: _ fim 220y inf () (A)

n—oo n k=1 z‘E[a—I—(k—l)%,a—l—kb_—a]

a n

b

[ i = lim °= b f@) (B

p k=1 z€la+(k—1)2=2 a+k2=2]

_an
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/bf(x)d:c: nmb;“if(ﬁ(k—m)b;“) (B)

n—00
k=1

a

jﬂ:c)dx: nmb—a(f<a>;f<b>+§f(a+kb— )) (F)

a
n— oo n n

Docent Karol Juzek zlecil swojemu nowemu asystentowi wykonanie
rysunkow ilustrujacych powyzsze wzory. Niestety, asystent nieswiadom
ograniczonego potencjatu intelektualnego Docenta Karola Juzka, nie na-
pisal, ktéry rysunek odpowiada ktéremu wzorowi.

Poméz zrozpaczonemu Docentowi Karolowi Juzkowi przyporzadko-

waé rysunki odpowiednim wzorom.

rys. 1
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rys. 2

rys. 3
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rys. 4

rys. 5
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T
rys. 6
Poda¢ wzor na C,, = Zb “f(cH—M) oraz obliczy¢ th’
702. f(z)=1,a=5, b 8 703. f(z)=z,a=0,b=1
704. f(z)=x ,a=1,b=5 705. f(z)=2?,a=0,b=5
706. f(z)=2*,a=0,b=1 707. f(z)=22+5,a=-3,b=4
708. f(z)=2?+1,a=-1,b=2 709. f(z)=2"+z,a=0,b=4

710. f(z)=€" ,a=0,b=1
Obliczy¢ nastepujace catki poprzez konstrukcje ciagu podzialow dzie-

dziny oraz obliczenie granicy ciagu sum Riemanna

4 e
711. [2'%dz (Wsk. 2-2%/") 712, ["2dz (Wsk. e¥/)
2 1
20 10 1 3 1
713. [zdx 7T14. [e*dz  T15. fé/zd;c (Wsk. £) 716, [|z|d>
0 1 -1

2
717. [% (Wsk. 2F/7) 718, f\/_dx (Wsk. i)
1
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Obliczy¢ catki oznaczone:

7r 2 2
719. [sinz!%%dz  720. farctg[a:]d;c 721. [[cosz?]dz

o 0
1 -1 2
T 1
722. (f 1—|—$d$ 723 J;md.ﬁ 724:. _{3 5 (3—1‘)4
1 1
725. f(gEQf_l)Qd:z: 726. fsgn(:z:3—x)d$ 727. [ze "dx
0 0 0
/2 e—1 T
728. [ xcoszdr T729. [ In(x+1)dz 730. [2*sinzdx
0 0 0
781. [ -Ld 732, [—_ 733, |
31. “_dz 32. L 33.
{ﬁ—l {mm fac—}—z
2 5 1
dz 2 _ e
T84 [t 785, [lp et Gldr T36. [ fide
2 6m
737. {xlogﬂ:d:ﬂ 738. f \/H_—Qd”ﬁ' 739. g'|sin:ﬂ|d$

/2 27
740. [ coszsin''zdx T41. f fog dr  742. [(z—7)""coszdx
0

0 0
Udowodnié¢ nastepujace oszacowania
T2 )
743. [ e <2 T44. < [Glgde<y  T45. <fx+sm 5
0 1
2 1
J 1 x % 747. gar(l — 297 dz < % 748. 24/2 < {xl/xdx

3 2
749. 5< [2"dz <31 750. [fdz <3
1 1
Obliczy¢ granice

751, lim 14+ 14+ 1 4 1 4 | +_ 752 lim 120+220+§2210+...+n20

n—oo N n+1 n+42 n+3 n— 00
1 1
753. nh_)r(l;lo(n_ + (n+1)2 + (n+2)2 + (n+3)2 + +W> N
754. lim

1 1 1 1
n—>o<>\/_\/%+\/_ 2n+1+\/_ 2n-|-2+\/_ 2n+3+“'+\/ﬁ\/%
755. lim (sm +sm —}—sm +...4sin2 ) 1

n—o0o n

756. h_)m (\/4n+\/4n+1—}—\/4n+2+m+\/5n).ﬁ
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1 1 1
BT (et vt mn Tt ) v

n- (Yt nFl+ Vnt2+..+ v2n)
758. lim, N

759. 11m ) + n2+1 + 7?427:-4 + 7127:_9 + 712:_16 + + nQinQ

n—oo 7

4 4 4 4

1 1 1 1 1
761. 7}13}07 toptmmatmestton

762. hm72+7 2+1+ n21+2+ n21+3++$

763. lim (\/_+e\/_—|—e\/_—|— —|—e\/_)

n—oo 1

1 1 1
764, lim (ot st it s T +ﬁ)7

: n2+0 n2+1 n2+2 n2—|—3
765. lim £+ Gt + ity Gy o i

766. nh_g% e + - (n+1)2 + (n+2)2 + 2(7113) 50n?
767. nh_)Iglo 2 + n2+(n+1)2 + n2+(n+2)2 + n2+(z+3)2 + ... ‘|‘#

768. Udowodnié oszacowanie 12 < j xdz < . Wskazowka: Osza-
cowal x” przez x°.

Obliczy¢ granice
1

: 1 1 1 1
769. HIHEO V2n/3n + 2n+1/3n+1 + 2n+2v/3n+2 + 2n+3v/3n+3 ot V3nV/4n
Wskazéwka: Niewymiernosé /(z+a)(x+b) catkujemy wykonujac

: : _ r+a
podstawienie ¢ =,/ g

770. 11 n+sin(n’+0?) n ntsin(n?+12) n nesin(n2422) + ntsin(n?+3%) L

2+02 n2+12 n2+22 n2+32
% Wskazéwka: Skorzystac z twierdzenia o trzech cia-
gach.
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4. Calka oznaczona - zastosowania.

Obliczy¢ pole figury ograniczonej nastepujacymi krzywymi
Tl y=z22iy=2z+5
T72. y=e¢" i prosta przechodzaca przez punkty (0,1) i (1,e)
773. y=sinx i y:% T4, y=x*iy=2* TT5. y:% i y:g—x
776. yzg%2 , yzg%3 1x=2

Dla danych f(x), a i b obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y = f(x),
a<z<b
7T, 1,2 T78. 2x—3,-—7,12
779. 2%, 0, 1 Wsk. Skorzystaé z tablic calek.
780. ¢, 1,2 781. Va3, 6,10 782. == 0,1

Dla danych f(z), a i b obliczy¢ pole powierzchni powstalej przez
obrét krzywej y = f(z) , a <z < b wokdl osi OX
783. 2% ,0,5 784.¢7,0,10
785. /x ,0,4 7T86.sinx,0,7 T87.cosTx ,0,2m

Dla danych f(x), a i b obliczy¢ objetosé¢ brylty powstalej przez obrét
obszaru 0 <y < f(z) , a <z <b wokét osi OX
788. /z ,0,1 789.z,1,5 790.z7,0,10 791.¢e",-3,0
792. sinz , 0, 37”

Obliczyc objetosé bryty powstatej przez obrét obszaru ograniczonego
podanymi krzywymi wokét osi OY
793. y=€" ,y=012=5 T94. y=sinziy=—sinz ,0<z<r
795. y:% ,y=0,z=112=2 796. y=lnz ,y=0,z=11x=¢€
797. y*=1—(2—2)*
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798. Obliczy¢ dtugosc tuku krzywej y=+/x T4 , 02 <5

799. Obliczy¢ objetosé bryty powstalej przez obrét obszaru
0<y<ze® , 0<x <1 wokél osi OX .

800. Obliczy¢ dtugoéé tuku krzywej y=Inz , 1 <z <3 .

801. Obliczy¢ objetosé bryty powstatej przez obrot obszaru
arctgr <y < \/arcth;U ++V1+sinz, 0 <z <7 wokél osi OX .

802. Pomarancze pokrojono na plastry réwnej grubosci. Dowiesé, ze
kazdy plaster zawiera tyle samo skérki. Zakladamy, ze grubosé skérki

jest zaniedbywalna, a pomarancza ma ksztatt kuli.

803. Od pomaranczy o grubej skorze odkrojono konce tak, aby uka-
zal sie miazsz. Pozostata czes¢ pokrojono na plastry réwnej grubosci.

Dowiesc, ze kazdy plaster zawiera tyle samo skérki.
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