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6. Kresy zbiorow.
Wyklad: 8.11.2004 , éwiczenia: 18.11.2004,

kolokwium nr 5 (jedno zadanie z kreséw i jedno z ciagéw): 22.11.2004
Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z gory, jezeli
3 V <M.
MeR z€Z
Kazda liczbe rzeczywistag M € R spelniajaca warunek
VY <M
r€Z

nazywamy ograniczeniem goérnym zbioru Z.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli

3V x>M.
MeR xz€Z
Kazda liczbe rzeczywistag M € R spelniajaca warunek
Y x>2M
x€Z
nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Z.

Definicja: Zbior Z C R nazywamy ograniczonym, jezeli jest jedno-
czes$nie ograniczony z dotu i z gory.

Definicja: Jezeli niepusty zbior Z CR jest ograniczony z gory, to
kresem goérnym zbioru Z nazywamy jego najmniejsze ograniczenie gor-
ne i stosujemy oznaczenie supZ. Istnienie takiego najmniejszego ogra-
niczenia wynika z zasady ciagtosci Dedekinda. Jezeli zbior Z jest nie-
ograniczony z gory, przyjmujemy supZ =-+oo. Ponadto przyjmujemy
sup() = —oco. Analogicznie okres§lamy kres dolny zbioru, oznaczany przez

infZz.
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Whiosek: Jezeli niepusty zbior Z CR jest ograniczony z gory, to

liczba G jest jego kresem gérnym wtedy i tylko wtedy, gdy

vV <G
xeZ
oraz
v 3 x>G-—¢€.
e>0 xeZ
Zadania.

Zmalez¢ kres gorny i dolny nastepujacych zbiorow. Zbadaé, czy po-

dane zbiory zawieraja swoje kresy:

237. {zeR: 22 <2} 238. {{%: neN} 239. {1+1:mneN}
240. {r€R: 2*>5} 241. {"F2: mpeN, m<n}

Niech A i B bedg niepustymi ograniczonymi zbiorami liczb rzeczy-
wistych. Niech a; =infA | ay =supA , by =infB | by =supB. Co mozna
powiedzie¢ o nastepujacych kresach:

242. sup(AUB) 243. inf(AUB)
244. sup(ANB) 245. inf{—a: a€ A}
246. sup{a+b: a€ A,be B} 247. sup{a®: a€ A}

248. inf{a®: a€ A}

249. Zbiory A i B sa niepuste i ograniczone. Zbiér B jest skonczony i
wszystkie jego elementy sa rézne od 0. Czy zbiér {§: a € A,b€ B} musi

by¢ ograniczony? Odpowiedz uzasadnié.
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250. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywi-
stych, ze infA=—1, supA=2. Jakie wartosci moga przyjmowac kresy
zbioru {|a|: a€ A} 7 Odpowiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

Naszkicowaé wykres funkcji danej wzorem

251.

z)=inf{lz—a|: a€(2,3)}

253. f(x

()
252. f(x)=sup{|lr—al: a€(2,3)}
(x)=inf{|z—a|: a€{1}U[4,6)}
)

254. f(x)=sup{|lx—al: a€{1}U[4,6)}

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktore z nich sa rownowazne temu, ze

g=supA?

255. (‘v’ a<g>/\(v 3 a<g+5>
acA e>0acA

256. A <
(y2<9)n (5,30l <)

257. <VG<g>/\ Y E|a>g—25)
acA e>0acA

258. (‘v’a<g> (v E|a>g—>

e>0a€cA

Naszkicowaé wykres funkcji danej wzorem

sup{?: a€(1,4)}
=sup{za: a€(1,4)}

259. f(x

260. f(z

261. f

inf{|x+a|: a€(2,00)}

inf{|x —n|: n€Z} , Z - zbidr liczb catkowitych

263. f(z)=inf{|lr—n?|: n€Z}

()
()
()
262. f(z)
()
()

264. f(z

inf{(z—a)?: a€(0,2]U(5,8)U{10} }
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265. f(z) =inf{|lz—1|: neN} , N - zbiér liczb naturalnych

266. f(x) :sup{|$—%]: n €N}

267. f(z)=inf{|z? —a|: 1<a<3}
Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sa rownowazne temu, ze
g=supA?
268. (v a<g>/\< v 3 a>g—jL>
acA neNae€A
269. (v a<g>/\< vV 3 n%(g— a)<}L>
acA neNa€A
270.<‘v’a<g>/\< <5>
acA 6>0a6A
271. ( a < g> A ( )2 < 8>
acA €>0a6A
272.< a< g)/\( E|a>€)
aGA €<ga€A
273.( a < g)/\(V Ja>g— 8)
aGA e<gacA
274.( a < g>A< YV FJa>g— 5>
aGA 0<e<lacA
275. < a< g) A ( V Jaz )
aGA e>0a€cA
276.( g)/\(V Ja>g— 5)
aEA e20a€A
277.( a< g)/\(V Ja>g— 5)
acA e20a€cA
278. ( a < g)/\(‘v’ 3b>9+“>
acA acAbeA
279.( a<yg /\(‘v’a<g> (v 3b>9;“>
acA acA acAbeA
280.<3a2>0> (va<g>A(v 3b>9;a>
acA acA acAbeA
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281. (EI a<g>/\(v 3 a>g—5>

acA e>0a€A

Niepotrzebne skreslic.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

TWIERDZENIE 282. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograni-

czonymi. Niech

C={a—b: ac ANbe B}. Wtedy infC' = ’ian—supBlsupB—ian‘ )
Dowad:

Niech d=infA i g=supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

1 <dla>d
( ) a\EV/A agA a a
oraz
(2) VI3l v|3]la<dtela>d—e].
e>0]e>0| |acAlacA

Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) MENETIEY,

beB|beB
oraz
(4) v 3l v|3]b<gte[b>g—¢].
e>0]e>0] [beB|beB

Chcemy wykazaé, ze infC' = e, gdzie e=d—g|g—d|, czyli, ze

(5) V|3 |le<eleze

ceC|ceC
oraz
(6) VI3 V] 3]lc<ete]le>e—e].
e>0[e>0] |ceC|ceC

'W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]

| Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]
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’Dowolna|Istnieje‘ liczba ceC postaci c=a—0, gdzie

a€ Aibe B. Z nierdbwnosci ’a<d|a>d‘ i ’b<g|b>g‘ otrzymujemy
, co dowodzi (5).

’a—b<e|a—b>e

’ZaléZmylWykaZemy‘ teraz prawdziwosé warunku (6).

’Niech € bedzie dowolng liczba dodatnia. Wtedy‘

’Znajdziemy taka liczbe dodatnia ¢, dla ktérej‘

istnieje a € A takie, ze ’a>d—€|a<d+%‘ oraz b€ B takie, ze

’b < g+€|b >g— %‘ . Zatem liczba ¢ =a — b spelnia nierownosé

’c< e+€|c> e—e|, co koniczy dowdd warunku (6).

7. Szeregi liczbowe. Kryteria zbieznosSci szeregéw
o wyrazach nieujemnych.
8. Liczba e. Szeregi liczbowe o wyrazach dowol-

nych.

Wyklad: 18,22,25,29.11.2004

Cwiczenia: 25.11, 2.12.2004

Kolokwium nr 6 (szeregi o wyrazach nieujemnych): 29.11.2004

Kolokwium nr 7 (kolokwium powtdrzeniowe - od poczatku

semestru do konca tej listy): 6.12.2004

Przyklady (omawiane na wykladzie)

1
ne

18

283. > L 284. > 1 285.
n=1

n=1 n=1
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o

286. 3 crmr 287 L gt 288, > S0

— 20t nS+7

289. Z 2n4+tLl32-7

290. > 7?7 z kryterium porownawczego

G 9gp 52 (1) gg3 7

n=1 n=1 n=

291.

204, > L, 295, 3 S 296, zwsn
=1 n=1

297. 217(;;):7;11;” 298. 5. =
S~ (=1)"n S~ (="
300. 5. Gl 301 3

302. Liczba e jako suma szeregu Z oraz granica hm (1 + = )
—0"

303. lim (1+I)" 304. lim (1 —%)”

n—oo n—oo

305. Z

- kryterium o zageszczaniu

nl“

306. Z 3"F" F,, - ciag Fibonacciego

5"+n10 = 7"n!
307. 3. Fiimg 308, % T

309. Z — 1030 czy szereg jest zbiezny, bezwzglednie zbiezny, wa-

runkowo zblezny.

1_1,1,1_1 1 1 1
310- 1+§_§+5+?_Z+'u-+m+m_ﬁ+...
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Zadania (do samodzielnego rozwigzania i oméwienia na éwi-

czeniach)

n
Obliczy¢ S, = Y ax, a nastepnie znalez¢ lim S, :
k=1 n—00

1 1 1
311. a), = 312. ok = mr=ny@rny 313+ & = rgnoey

314. ay == 315. ak:% 316. a; = 2’1&?’“

317. a; =1, ak:logQ(kf—il) dla k>2

127
318. Dowies¢, ze 4< 3. £ < 7.
n=1

319. Dowies¢, ze szereg
> 1

257

n=1

jest zbiezny, a jego suma jest mniejsza od 2.

Rozstrzygnacé, czy nastepujace szeregi sa zbiezne

= 1 = 1 X 1+4n & 2:58-...-(3n—1)
320. ¥ Ay 321 5 by 3220 % L 323, PO

X n?—>5 X 1
324. ) rGarrensnr 925+ L Gampom

S 1 = 1 = 1
326. ¥ pby 32T 5 oo 828 % ey

= 1 = n? = (2n—1)! S (_n yn
329. ¥ gy 330. X5 331 % BT 332 n;(m)

oo (n+l n? 00 0o 0o
333. (Tn) 334. >, — L __ 335 % ,/2tl 336 L. %

nz::I 3 n2:32 (n=1)v/n+1 nzz:l n nzzjl n!
337. 5.7 338. 52 339, 5 1 340, S 000"

) n=1 -l n=1 ! ) n=1 n2+n—n ) n=1 WVnl

B4 Y S 342, 5 g 343 % o
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Czy istnieje ciag (a,) taki, ze (podaé przyklad lub dowiesé, ze nie
istnieje) :

o0
344. a, >% dla nieskonczenie wielu n, EN a, >0, szereg Zlan jest
n n=

zbiezny.

o0
345. a, = % dla nieskonczenie wielu n, 3 a,, =10 .
n=1

346. V a2 =<, %an:O.
n=1

neN n

347. V a,€Z, a,=n dla n <100, szereg io: a, jest zbiezny.
neN n=1

[ee)
348. a, =1 dla nieskonczenie wielu n, szereg > a, jest zbiezny.
n=1

o0

o0 o0
349. Szereg > a, jest zbiezny, szeregi > ag,—1 1 Y. a9, sa rozbiezne.
n=1 n=1 1

n—

o0 o0
350. Szereg > a, jest rozbiezny, szereg mgﬁ jest zbiezny.
n=1 n=2

351. Szereg Y. a, jest rozbiezny, szereg > (ao,_1+as,) jest zbiezny.
n=1 n=1

352. Szereg Y a, jest rozbiezny, szereg > (ag,_1+a9,) jest zbiezny,

n=1 n=1

lim a, =0 .

353. Szereg > a, jest rozbiezny, szereg
n=1

o

> (asn +agni1 +agmia+ ...+ agnr1_q)
jest zbiezny, r}l—{go ZZO: 0.
354. Szeregi % (@on—1+ag,)ia;+ §1(a2n+a2n+1) sa zbiezne, ale majg
rozne sumy. " -

o0 [e.°]
355. Szereg Y. a, jest zbiezny, szereg 3 a? jest rozbiezny.
n=1 n=1

356. Szereg . a, jest rozbiezny, szereg > a? jest zbiezny.
n=1 n=1
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Obliczy¢ granice
357. lim (1—,)" 358. lim (1+2)"
Ktoére z nastepujacych szeregéw sa bezwzglednie zbiezne, ktore wa-

runkowo zbiezne, a ktore rozbiezne:

3509. z U 360, § s

361. § COn 36, 3 Sl

(2n—1) =

364. %O: (—1)””7\/5 F,, - cigg Fibonacciego

2 \/<n+4><n+9> n=1 Fn
365. >, CU2" 366 § " 367, fw

363.

n=1
368. 1—1+1—f—7+1—f—§—7+ +1—*—r~-—%+---
( k razy )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
369 1_1+7_Z_Z+§_§_§_§+-..+E_k72_k72_..._kg+...
( k razy )
370. 3 LU 371 S T 872, zi“?" 873. 3 e
n=2

X 2417 SRV/IES |
374. 3 HT375. ET 376. Z +31/4 377. Zm

378. § (ED"@n=15) F,, - cigg Fibonacciego
n=1

TL2
x 1 n42 n o (=" (="
380. 3 gy 381 z n(;ﬂ)( 382 3 (1)
00 1 00 (%’;) 00 2n2 00
383. 3. sy 384 X N 385, 5 s 386, Z e
o0 n+1 n2 n n
387. ;( » )" 388, ;% 389. z%
390. 3 CU" 391, 3 LU 399 > (Va2- i) -1y
n=1 arctgn n=1 n2—2004
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Kryteria zbieznosci szeregéw - co kazdy student

wiedzie¢ powinien.

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI.
[&.°]
Jezeli szereg 3 a, jest zbiezny, to lim a, =0.
n=1 n—oo
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy

o0
roznej od zera, to szereg Y. a, jest rozbiezny.
n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY
SKONCZENIE WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW.
Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wplyw na sume

szeregu zbieznego.

3. KRYTERIUM POROWNANWCZE.

Niech > a, i > b, beda szeregami o wyrazach nieujemnych, przy
n=1 n=1

czym dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosé¢ a,, < b,.

. . o [e.¢]
Jezeli > a, =00, to > b,=00.
n=1 n=1

. . o (o, ¢]
Jezeli > b, <00, to > a, <oo.

n=1 n=1

4. KILKA SZEREGOW.

> q" jest zbiezny dla |g| < 1, rozbiezny dla pozostatych q.
n=1

> n® jest zbiezny dla a < —1, rozbiezny dla pozostatych a.
n=1

o0
> @ jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostatych a. Loga-

rytm ma dowolng podstawe wieksza od 1.
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5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.

Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

. an+1
lim [ = g<l1,
n—oo an
S . . .
to szereg Y a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica
. an+1
lim || = g>1,
n—oo an

[e.°]
to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

6. ZBIEZNOSC BEZWZGLEDNA.

o0 oo
Jezeli Y |a,| < oo, to szereg Y- a, jest zbiezny.
n=1 n=1

7. SZEREGI NAPRZEMIENNE.

Jezeli (a,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg

> a,(—=1)"* jest zbiezny.
n=1
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