ANALIZA MATEMATYCZNA A dla I roku, 2004/2005

Kwantyfikatory.

W ponizszych zadaniach z, y przebiegaja liczby rzeczywiste, nato-
miast m, n przebiegaja liczby naturalne (catkowite dodatnie).

W kolejnych siedmiu zadaniach kazdemu warunkowi oznaczonemu

literg przypisa¢ rownowazny warunek oznaczony cyfra.

160. a)x>0=-2>0 b)z>0=|z|>0
c) z>0=2>0 d)|z|>0=2>0
1) z>0 2)x<0 3) PRAWDA 4) FALSZ

161. a)V(x>0=-2>0) b))V (x>0=|z|>0)
)V (—x>0=2z>0) d)V (jz|>0=2>0)
1) 2>0 2)2<0 3) PRAWDA 4) FALSZ
162. a)3 (x>0=—-x>0) b)I(x>0=|z[>0)
c)I(—z>0=2>0) d)3I(Jz|>0=2>0)
1) >0 2)2<0 3) PRAWDA 4) FALSZ
163. a)Vaz>y* b)Iz>y* c)Vz<y® d)IJz<y’
Yy Yy Yy Yy
1) 2<0 2)z>0 3) PRAWDA 4) FALSZ

164. a)‘Z’x:y b)%lx:y C)Z’x%y d)%lx;éy
1) 2=0 2)z>0 3) PRAWDA 4) FALSZ
165. a)V 2?=—y*> b) J 2?=—y?
y y
)V at#—y® d)IJat#—y?
y y
1) 2=0 2)x#0 3) PRAWDA 4) FALSZ
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166. a)‘Z’a:y:y b)%lxy:y c)‘Z’xyzyc
1) 2=0 2)z=1 3)PRAWDA 4) FALSZ

167. Ciag (a,) spelnia warunek

V  la,—100| <10,
n>1000

Czy stad wynika, ze

a) ciag (ay) jest zbiezny,

b) ciag (a,) jest rozbiezny,

c) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,

d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,

d)Jay=zx

Y

e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,

) ages < TTTTTT7,
g) aiir > 88,
h) Vv Ja,—100/<1,

n>1729
i) Vv a,—100/<17,
n>345
DY la.—99) <13,
n>5555

k) ciag (a,) jest ograniczony,
) 3 Jan—95<37,
n>444

m) 3 |a,—80| <37,

n>4444

n) 3 |a.—95/<37,
n<444
o) 3 Ja,—80]<37,

n<4444
p)Y 3 a,>0,
m n>m
Y la,—66]>12,
n>1331
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r) v Vo an—an| <7,
m>1234 n>5678

s) VY Vo an—an| <17,
m>1234 n>5678

t) V \V/ ’@n_am‘<277
m>123 n>45678

11) \ \ |an_am|<377
m>1234 n>5678

v) 3 3 |ap—an| <3,
m<123 n<456

w) VY Y o aptan] <210,
m>12345 n>67890

x) V Vo an+an,| <222,
m>1296 n>T776

Y) v v |an+am|>1287
m>1024 n>8192
z) 3 a, <92,

z) 3 a, >91.

4-5. Ciagi.
Wyklad: 21,25,28.10, 4.11.2004 , éwiczenia: 28.10, 4.11.2004,

kolokwium nr 4 (wraz z kwantyfikatorami): 8.11.2004

Przyklady (omawiane na wyktadzie)

168. lim = =0 - dowdd z definicji.

n—oo

. n+l 1 , ..
169. nh_)ngO oy = 3 - dowdd z definicji.
170. Granica sumy jest sumg granic - dowod.

171. Ciag zbiezny jest ograniczony - dowdd.

172. Granica iloczynu jest iloczynem granic - dowdd.
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173.
174.
175.

176.

chy’ego

177.

178.

179.

180.

181.

Jim 2::15 =2 - dowdd z definicji.
lim 3%t =3 - dowdd z definicji.

n—oo N+2

2;:15 # 3 - dowdd z definicji.

Warunek Cauchy’ego - kazdy ciag zbiezny spetnia warunek Cau-

(dowdd).
Ciag a, = (—1)" jest rozbiezny.

lim ¥n=1.

n—oo

lim vn2+n—n.

n—oo
. 1000
lim 2

n
n—oo 2

(z kryterium d’Alemberta).

lim 2”7'2 (z kryterium d’Alemberta).

Troche teorii

DEFINICJA: Ciag (a,,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy,

gdy

VY3V |la,—g|<e.
e>0Nn=N

Piszemy lim a,, =g.
y lima, =g

Ciag (ay) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy

V3V a,>M.

MNn>=2N

Piszemy lim a,, = +o00.
n—oo
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ANALIZA MATEMATYCZNA A dla I roku, 2004/2005

Ciag (an) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

V3 Vv oa, <M.
MNn>=N
Piszemy lim a,, = —oc.
n—oo
TWIERDZENIA:

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest
zbiezny i

lim (a,+0b,)= lim a,+ lim b, .

n—oo n—oo n—oo

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,—by,) jest
zbiezny i

lim (a, —b,) = lim a, —Jirgobn .

n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.

Doktadniej, jedli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny

lim (a,b,) = T}irlgoan-gir{}obn )

n—oo

5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.

Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, przy czym b, #0 oraz
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lim b, #0, to ciag (32) jest zbiezny i

a, lim a,

lim —="">— .
n—oo b, lim b,
n—oo

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY

SKONCZENIE WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRA-
NICY.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, <b, (od-

powiednio a,, > b,), to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).
n—oo n—oo n—oo

n—oo
8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.

lim n=+o0

n—oo

lim%:()

n—oo

lima=a

n—o0

lima"=4+ocodlaa>1

n—oo

lim a"=0dla |a| <1

n—oo

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwe;

nli_}r&%:l dlaa>0
A Yn=1

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.

Doktadniej, jesli ciag (ay,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k € N

lim ¥a, = ¥ lim a,, .
n—oo n n—oo n
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10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (a,), (b,), (c,) speliaja warunek
an, < b, <c,
oraz ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez
jest zbiezny i jego granicg jest g.
11. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.

Jezeli (a,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Qp+1

e A
to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica
. An+1 o
Ji |25 =g> 1.

to ciag (an) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oc.

Powyzsze wlasno$ci zachowuja sie w przypadku ciggéw ma-
jacych granice niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +00), o ile nie

prowadzi to do wyrazen nieoznaczonych.

12. SZTUCZKI.

__r7y
\/5_\/@_\/5_’_\/@

3 3/ r—y
T — —
v vy \3/x2+3wy+W
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Zadania (do samodzielnego rozwigzania i oméwienia na éwi-

czeniach)

182. Dowies¢ z definicji, ze ciag a, = 2’:;;75 jest zbiezny.

183. Dowies¢ z definicji, ze ciag a, = "n—*;l jest zbiezny.

184. Dany jest taki ciag (a,), ze

v Vo la,—T|<e.

>0 n>5/e

Podaé granice ciagu (ay,).

Wskazaé taka liczbe M, ze ¥|an| <M.
Wskazaé taka liczbe N, ze >vNan > 6.
Wskazac taka liczbe N, ze n% a, <7,01.

n=>N
Wskazaé taka liczbe N, ze V |a,—8|>1/3.
n>N

185. Dany jest taki ciag (b,), ze

v Vo |bat+2|<e.

e>0 n>10/e

Poda¢ granice ciagu (b,,).

Wskazaé¢ taka liczbe M, ze ¥|bn| <M.
Wskazaé takg liczbe N, ze B’an <0.
Wskazac taka liczbe N, ze "ngn > —3.
Wskazaé taka liczbe N, ze :§N|bn —2|>1/10.
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186. Niech ¢, =a, +b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich

dwdch zadan. Dowiesé, ze wowcezas ciag (c,) jest zbiezny, gdyz

v VY o |en—b|<e.

e>0 N /e

W miejscu kropek powinna si¢ znalez¢ odpowiednio dobrana liczba.

187. Niech d,, = ay, - by, gdzie (a,) i (b,) sa jak poprzednio. Dowies¢,

ze wowczas ciag (d,) jest zbiezny, gdyz

\ v |d,+14|<e .

e>0 M,

W miejscu kropek powinno si¢ znalez¢ odpowiednio dobrane wyrazenie

zalezne od e.

188. Niech e, = 2a,, + 3b,,. Dowies¢, ze wowcezas ciag (e,,) jest zbiezny,
gdyz
\4 Voo fen— | <e.

e>0 N /e
W miejscu kropek powinny si¢ znalez¢ odpowiednio dobrane liczby.
Zbadaé zbieznosé ciagu (a,,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢
granice ciggdéw zbieznych, rozstrzygnaé czy ciggi rozbiezne majg granice

niewlasciwa

n n 1 4n2+3n YnZ+n
189. . 190.2"—1 191, it jgp VnZi

193. 1-24+3—445—6+...—2n 194 142444...427 195. 1

Vn2+2 * 1+3+9+..+3" 1+vn
n (VnF1++/n)7 14243+..4n
196. n-(—1) 197. BTV ED) 198. B
39431432433 4. 43" V3 2n n2
199. n 200. 1 201. 4/n

202. Vn? 203. Yn+17 204. vVn?+n—n 205. n(v/n2+7—n)
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206, THVRYVIVIRKT g niinil  9gg (ZL" 909 L

11n3+7n+3 (n+sinn)? n (24 (-1)m)m
210- = { 2 dlan>100  2Hham b s et
ogs(2n
212. 4ttt 218 logyn 214, 2200 (5 )

215. =20t 5 1) 216, 20 217. 100 218, 1)

logon n!

219. 3"4n> 99 Vatl-vn 997 _ Vn’tl-n _

VARSI n+7—/n (VnZ+n+1-n)?

222. Dla ktorych liczb rzeczywistych a istnieje granica
Jim (W — {)’/ﬁ) i ile wynosi?

Wyjasni¢, dlaczego ponizej sa same BZDURY:
223. lim —== lim *- lim \/n=0- lim v/n=0

n—oo \/ﬁ n—oo n—oo n—oo
224. lim (Vn+1-y/n)= lim Vn+1- lim y/n=00-00=0
—1 dla n nieparzystych
1 dla n parzystych
L—£.0=0

n

225. lim (—1)" = {

226. Jiy b= Jn
PRAWDA CZY FALSZ?

227. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.
228. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a, +b,)
jest rozbiezny.

229. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,by,)
jest rozbiezny.

230. Jezeli ciag (a,,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa
ciagi maja tylko wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

231. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego
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granica jest liczba dodatnig.

1

232. Jezeli L -1 {64, — 1.
an 27 2

233. Jezeli ciag (“24) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

234. Jezeli ciag (a?) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

235. Jezeli wéréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy do-
danie jak i ujemne, to ciag (a,) jest rozbiezny.

236. Jezeli wsréd wyrazow ciagu (a,,) wystepuja zaréwno wyrazy mniej-

sze od 1 jak i wieksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.
Kolokwia, zaliczenie.

Daty pozostatych kolokwiow:

5 -22.11.2004
6 - 29.11.2004
7-6.12.2004

8 - 13.12.2004
9 -20.12.2004
10 - 3.01.2005

11 - 10.01.2005
12 - 17.01.2005

Oceny z zaliczenia wystawiane beda wedtug wspélnych zasad dla

wszystkich grup é¢wiczeniowych. Pod uwage brane beda wyniki 10 kolo-
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kwiow. Jezeli student pisal wiecej kolokwioéw, najstabsze oceny nie beda
brane pod uwage. Student nieobecny na kolokwium otrzymuje ocene 0
bez wzgledu na przyczyne nieobecnosci. Przypadki oséb nieobecnych na
wiecej niz dwdch kolokwiach z przyczyn usprawiedliwionych (np. dtugo-
trwata choroba) beda rozpatrywane indywidualnie. O ocenie z zaliczenia
decyduje suma punktow z 10 kolokwiéw wedlug ponizszej skali:

50 - 3.0

60 - 3.5
70 - 4.0
80 -4.5
90 - 5.0

Prowadzacy ¢wiczenia ma prawo na podstawie aktywnosci studenta
na zajeciach podnie$¢ mu ocene z zaliczenia o pét stopnia, o ile student
uzyskat z 10 najlepszych kolokwiow co najmniej 50 punktow.

Do egzaminu moga przystapi¢ tylko ci studenci, ktérzy wcezedniej
uzyskali zaliczenie ¢wiczen.

Reklamacje dotyczace ocen z kolokwioéw nalezy zgtaszaé¢ prowadza-
cemu ¢wiczenia w ciggu tygodnia od otrzymania ocenionej pracy.

Studenci 3-letnich studiéw licencjackich moga uzyskaé¢ zaliczenie po

zdobyciu 45 punktéw z 10 najlepszych kolokwiow.
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