ANALIZA MATEMATYCZNA A dla I roku, 2004/2005

1. Powtérka ze szkoly.

Wyklad: 4.10.2004 (4 godziny), ¢éwiczenia: 7.10.2004, kolokwium nr 1: 11.10.2004

Obliczy¢ sumy (postepéw arytmetycznych i goemetrycznych):
sF15+22+..4103

A46+9+...+ 35

l1—3+3—§+.+zm0

7+94+11+134...4+(6n+1)
54+15425+35+45+55465+...+ (100n+55).
54+8+11+144...+101

—17-13-9—...499

27+81 4243+ ...+ 33

14+ V2+42+42V2+4+...+2n

10. Obliczy¢ sume 1-242-344-54+8-9+16-17+...+2"- (2" +1).

© PN A LN

11. Drugi, piaty i dziesiaty wyraz pewnego postepu arytmetycznego
tworza postep geometryczny trojwyrazowy. Jaki jest iloraz tego postepu
geometrycznego?

12. Obliczy¢ 1+2+44+74+8+10+13+14+16+19+ ...+ 1000,
gdzie réznice miedzy kolejnymi sktadnikami tworza ciag okresowy
1,2,3,1,2,3,1,2,3,...

13. Obliczy¢
I L L
2 3 4 8 9 16 27 32 7 2187’

gdzie w mianownikach znajduja sie potegi dwojki i trojki ustawione
rosngco.
14. Udowodni¢, ze dla dowolnych a,b € R zachodzi nieréwnos¢ troj-
kata
la+b| <l|a|+|b| .
Wskazéwka: Rozpatrzy¢ przypadki:
1° a,b>0,
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2°a>0, b<O,
3°a<0,b>0,
4° a,b <0,
Rozwiaza¢ rownania i nierownosci
15. |3z|+2 < |z —6]
16. |2% —25| < 24
17. |z|+ e+ 1] +|z+2| =2+ 22+ 2
18. |z +10|=|22+1|+3
Naszkicowa¢ wykres funkcji f danej wzorem:
19. f(z)=|z+1|+|22+4|— |3z +9|
20. f(z)=|x—1|+|z+4|
Czy jest prawda, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x zachodzi
nier6wnoscé:
21. z < |z
22, —z<zx
23. 1< 142+
24. —1<|—1+42x|+x
25. 1< |1—z|+=z
26. —1<|-1—z|+x
27. < |z +1|+1
28. —r<|—a+1|+1
29. z< |z —1|+1
30. —z<|—a—1|+1

31. Uprosci¢ wyrazenie 4%+10s27,
32. Uprosci¢ wyrazenie log, 52 -logs9.
Naszkicowa¢ wykres funkcji danej wzorem
33. Va+5-3 34.[2°—1| 35. 2k=+3l
36. 2 +32%+3x  37. f(z)=(z+7)Vor+7-8
38. 4log2® 4|32 1|
39. 272 -8  40. /x—1+3 41. (z+4)'/?
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. 1+log,(z—4) 43, Lt

|23 —z|

Bez uzycia kalkulatora rozstrzygnac, ktora liczba jest wigksza:

. logsb czy log ;567  45. log,3 czy logsb
. logs7 czy log;19  47. log,3 czy log;13

Rozwiaza¢ rownania i nierownosci
log, (1+2%) <1+log,2

(22 +2+1)% > (22 + 2+ 1)7+!
(22 41)%+3 < (22% + 3w+ 3)%* T3

1—1a:2 < x2j—2a}
log,, (v? 4+ 1) <logy, (¢ +3z) 53. Va?+4r+4=10

log, (r+1)<2 55. log,(5z—1) <log,(7z —2)

(J:Q—l— 1>x+2 < <x2+ 1)m2

logy(z?+2x+1)<—2 58. log,(1+z)<1
log,x?-log,3-logy;,8 > 60. log, . ,2(37) <log,, 2 (z*+2)
log|, 4 (x+1) +logp,_y (z —1) <log|,_420

log,2 —log,z <1

2. Dwumian Newtona, indukcja matematyczna.
Wyktad: 7,11.10.2004 , ¢wiczenia: 14.10.2004, kolokwium nr 2: 18.10.2004

Przyklady (omawiane na wyktadzie)
63. Obliczy¢ 3° (7).

iczy kg(] (k)
64. Obliczy¢ 3 (21 .

iczy l;::o (2k)

65. Niech a; =14, a; =128, a3 =1170, ay = 10695, a5 = 97763,

Ap45 = 10an+4 - 8an+3 + Qpyo+ 3an+1 +2ay,

dlan>1.
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Niech ponadto by =14, by = 128 oraz

b2 1
bn+2 — l n+1 +]

b, 2
dlan>1.
Wtedy ap = bn dla n < 5015 oraz as5016 7& b5016.
66. Niech
97 97 97 97
ap=a1=1, ap1= Gy Fay Hy oty dlan=1,2,3,...

n
Wowczas liczby a,, sa catkowite dla n <2039, ale liczba agoy nie jest
catkowita.

67. Rozwazamy ciag okreslony nastepujaco. Niech ay= 6803 oraz
niech dlan >0

An+1 = f(an) 5

gdzie f(k) jest liczba 23k+1 podzielong przez 2¢-3°-5¢-7¢, przy czym
a,b,c,d sa najwigksze mozliwe. Innymi stowy, funkcja f mnozy liczbe
przez 23, dodaje 1, a nastepnie usuwa z rozktadu na czynniki pierwsze
czynniki jednocyfrowe. Natomiast a, jest n-krotna iteracja funkcji f
zastosowang do liczby 6803.

Woéowezas a,, > 1 dla n < 15590459 oraz a,, =1 dla n > 15590459.

68. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
n(n+1)(2n+1)
5 :

P+22 43+ ... 4+n’=
69. Dowiesc¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nieréw-
nosé (%) <221,

70. Dowiesé, ze dla kazdego n>6 kwadrat (figure geometryczna)
mozna podzieli¢ na n kwadratow.

71. Dowie$¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
100n < 2™ 4577 .

72. Wszystkie koty sa tego samego koloru.
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Zadania (do samodzielnego rozwigzania i oméwienia na éwi-
czeniach)

73. Ile zer koncowych ma 30! ?
Ile zer koncowych ma: 74. 50!! 75. 25!1 7

oo Jn(n=2)(n—=4)(n—6)..2  dla n parzystych
UWAGA: nl {n(n—Q)(n—4) (n—6)...1 dla n nieparzystych

76. Czy dla dowolnych n i k naturalnych prawdziwa jest rownosé

n " n N n o\ _ (n+2 0
k k+1 k+2) \k+2)
Jedli nie, to zaproponuj jak ja poprawic.

77. Dowieé¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych a,b,c
zachodzi rownosé

a+b+c\ (b+c\ [(a+tb+c)\fa+tc
a b ) b a |’
78. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi rownosé

2 n 3 n 4 - n\ (n+l
2 2 2) 7 \2) \ 3 )
79. Dowies¢, ze dla kazdego n > 2 zachodzi rownosé
2\ [3) (4 n\ n-[(n—1)?
2) \2) \2) " \2) o1
80. Obliczyé 35 25(7) .
iczyc¢ k;;o (k)

81. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
m—1 _ 1
— 3"+

14+2:-3+3-324+4-33+5-3'+..+n-3" 1= 1 1

82. Niech (F,) bedzie ciagiem Fibonacciego, tzn. F) = F, =1 oraz
F, o=F, 1+ F,. Dowies¢, ze dla kazdego n naturalnego zachodzi row-
0S¢ Fppn Fy— F2, | = (—1)m+,
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83. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
27 +1)- (22 +1)- 2% +1)- 2% +1)- (2 +1)-..- (2T +1)=2""—1.
UWAGA: ¢ =a®).

84. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé

LR S SRS S
1-2 23 34 7 n(n+l) n+l’

85. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
10n <2™+25 .

86. Dowies¢, ze dla wszystkich n naturalnych zachodzi rownosé
P22 4334 40P =(14+243+...+n)*.

87. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
1+42:2+43-2244.2°45.2'+ . +n-2" ' =(n—-1)-2"+1.

88. Liczby a,,b, sa okreslone wzorami a; =by =1, a,+1 =a,+b,,
bri1 = Ani1+a,. Dowiesé, ze dla dowolnego n liczba 2a2 —b? jest réwna
+1.

89. Dowies¢, ze dla kazdego n > 12 mamy p,, > 3n , gdzie p,, jest n-ta
liczbg pierwsza.
Wskazéwka: Dowiesé, ze p,i0 > p, +6.

90. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢é
(3) <7

91. O twierdzeniu T'(n) wiadomo, zZe

(i) prawdziwe jest T'(1),

(ii) dla dowolnego n naturalnego 7'(n) = T'(2n),

(iii) dla dowolnego n > 12 zachodzi wynikanie T'(n) =T (n—11).

Czy mozna stad wnioskowaé, ze dla dowolnego n naturalnego zacho-
dzi T'(n) ?

92. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby naturalnej
k < p liczba (i) dzieli sie przez p.
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93. Obliczyé 3° 16%(2") .
iczy kgz:o <2k>

94. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢é
(2n+3) < 3 .yn
5 Am.

n

Oszustwo  95. Dowiesé¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n za-
chodzi nieréwnosé

30n < 2"+ 110 (%)

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+110=112.

2° Zatézmy, ze 30n < 2"+ 110. Udowodnimy nieré6wnoscé
30(n+1) <21 +110. Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy ciag
nier6wnosci:
30(n+1)=30n+30<2"+110+30=2""" +110430—2" < 2" + 110,

przy czym ostatnia nierownos¢ zachodzi dla n > 5.

Zatem nieréwnos¢ (x) zostala udowodniona dla n > 5.

Pozostaje sprawdzic, ze

dla n=2 mamy 60 <4+ 110 =114,

dla n=3 mamy 90 <8+4110=118,

dla n =4 mamy 120 < 16+110=126.

Tym samym nieréwnosé () jest udowodniona dla wszystkich liczb
naturalnych n.

W szczegdlnosci wykazalismy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnosc¢
180 < 174.

Gdzie tkwi blad w powyzszym rozumowaniu?

96. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
500n < 3" +2300.

OszustTwo  97. (2;) = 2ol _ % po uproszczeniu przez n!. Jak to

nln!
2n
n

pogodzi¢ z faktem, ze liczba ( ) jest catkowita?
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98. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosc¢
1000n < 5™ + 3456.

99. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

<2n+4> pyy
n

100. Dowies¢, ze dla kazdego n > 200 szescian mozna podzieli¢ na n
szescianow.

101. Ile zer koncowych ma (1?) ?

102. O twierdzeniu 7'(n) wiadomo, ze
prawdziwe jest T'(1),
dla dowolnego n > 1 zachodzi wynikanie T'(n) = T(2n),
dla dowolnego n > 8 zachodzi wynikanie T'(n) =T(n—7).
Czy stad wynika, ze prawdziwe jest
a) T(12),
b) T(13),
c)
d)

(1
T(14),
T(15).

103. O twierdzeniu T'(n) udowodniono, ze prawdziwe jest T'(1) oraz
ze dla dowolnego n > 6 zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+2). Czy mozna
stad wnioskowac, ze

a) prawdziwe jest T(10),

b) prawdziwe jest 7'(11),

c¢) prawdziwa jest implikacja T'(7) = T'(13),

d) prawdziwa jest implikacja T'(3) = T'(1),

e) prawdziwa jest implikacja 7'(1) = T'(3).
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3. Liczby wymierne i niewymierne.
Wyktad: 14,18.10.2004 , éwiczenia: 21.10.2004, kolokwium nr 3: 25.10.2004

Przyklady (omawiane na wyktadzie)

104. Czy liczba 0,9999999999999999999999999999... jest wymierna,
czy niewymierna?

105. Liczba v/2 jest niewymierna.
106. Liczba v/2 jest niewymierna.
107. Liczba v/5+V7 jest niewymierna.

108. Dla dowolnych liczb naturalnych m, n liczba %/n jest calkowita
lub niewymierna.

109. Liczba log;10 jest niewymierna.
110. Liczba logs5 jest niewymierna.
111. Liczba log,,6 jest niewymierna.
112. Liczba logg2+1logss9 jest wymierna.
113. Liczba logsv/2 jest niewymierna.

Zadania (do samodzielnego rozwigzania i oméwienia na éwi-
czeniach)

114. Przedstawi¢ liczbe 0,123(45) w postaci utamka zwyktego.

115. Przedstawi¢ liczbe 0,1(270) w postaci utamka zwyktego.
Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego

116. \/0,(4) + {/3,374(9)  117. (0,2(9)+1,(09))-12,(2)

118. Obliczy¢ warto$é wyrazenia (0,(037))%®) podajac wynik w po-
staci utamka zwyktego.

119. Dowies¢, ze liczba /15 jest niewymierna.
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120. Dowies¢, ze liczba V346 jest niewymierna.
121. Dowiesc, ze liczba log,3 jest niewymierna.
122. Dowiesé, ze liczba /log,9 jest niewymierna.
123. Dowies¢, ze liczba logg10 jest niewymierna.

124. Rozstrzygnac czy liczba log,3+1og,5 jest wymierna, czy niewy-
mierna.

125. Dowies¢, ze liczba V243 jest niewymierna.

126. Dowiesé, ze liczba \/v/7—+/5 jest niewymierna.

OszusTwo  127.
ZADANIE: Dowiesé, ze liczba /3 — /8 — /2 jest niewymierna.
Rozwigzanie I:

Liczba —+/2 jest niewymierna. Takze liczba \/3 — /8 jest niewymier-
na, bo gdyby byta wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczbg
wymierng, a nie jest. Zatem liczba /3 — /8 — /2 jest niewymierna jako
suma liczb niewymiernych.

Rozwigzanie I1:

Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Zalézmy, ze liczba /3 —v/8— /2
jest wymierna i oznaczmy ja przez w. Wtedy

w=1\3— V8—V2
w+V2=1/3-V8
w4 2V2w+2=3-2V2
2V2(w+1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielagc ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy

224+ w—1=0,

co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa
strona roéwnosci jest liczba niewymierna i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sa poprawne?

10
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128. Liczby a i b sg dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnio-
skowac, ze liczba a+b jest niewymierna?

129. Dla jakich liczb naturalnych m i n wigkszych od 1 liczba
log,,,(mn)-log, (mn)
log,,(mn)+log, (mn)
jest wymierna, a dla jakich niewymierna?

130. Czy liczba log \/5_1)(\/5+ 1) jest wymierna, czy niewymierna?

131. Czy liczba
ologsd _ slogs?2

jest wymierna, czy niewymierna?
132. Dowies¢, ze liczba logg100 jest niewymierna.

133. Czy dla dowolnych liczb naturalnych m i n wiekszych od 1
liczba log,,,n jest calkowita lub niewymierna?

134. Liczby a+b , b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnio-
skowac, ze liczby a,b,c sa wymierne?

135. Liczby a+b , b+c i c+a sa niewymierne. Czy mozemy stad
wnioskowad, ze liczba a+b+c jest niewymierna?

136. Liczby a+b,b+c, c+did+a sa wymierne. Czy mozemy stad
wnioskowad, ze liczby a,b,c,d sa wymierne?

137. Dowies¢, ze liczba V243 jest niewymierna.
Wskazéwka: (a+0b)> =a®+0*+ (a+b)-cos.

138. Niech n bedzie liczba naturalna. Majac do dyspozycji nawiasy,
n, liczby catkowite oraz znaki +,—,-,: i ./~ zapisa¢ liczbe niewymierna
dodatnia mniejsza od %

139. Czy liczba 0,1123583145943... jest wymierna, czy niewymierna?
Kazda cyfra jest sumg dwo6ch poprzednich modulo 10.

11
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TEST: 20 przyktadow.
W ciagu 120 minut rozwiaz nastepujace zadania. Zapisz tylko odpowiedzi. Potem spytaj

madrych ludzi (np. kolegdéw lub Pana od éwiczen), czy sa to poprawne odpowiedzi. Odpo-
wiedzi, ktérych poprawnoéci nie da sie uzasadnié elementarnie, nie moga by¢ zaliczone. 15
poprawnych odpowiedzi to catkiem niezlty wynik. Rezultat testu niech pozostanie Twoja
stodka tajemnica.
Daé przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
140. 0 <x <1 oraz x jest niewymierna,
141. /5 <z < /6 oraz x jest wymierna,
142. 2% i 23 s3 niewymierne, ale 2° jest wymierna,
143. 2* i 2% s3 wymierne, ale 2° jest niewymierna,
144. (z+1)? jest niewymierna,
145. x jest niewymierna, ale :1:—1—% jest wymierna,
146. x jest niewymierna i 2” jest niewymierna,
147. 243" jest liczba niewymierna,
148. 2% 4 3% jest liczba wymierng,
149. log,r +logsx jest liczba niewymierna,
150. log,x +logsx jest liczba wymierna,
151. log,z-logsx jest liczba niewymierna,
152. log,x -logsx jest liczba wymierna,
153. 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,
154. 2% +log,x jest liczba niewymierna,
155. x+log,x jest liczba wymierna niecatkowita,
156. V2 jest liczba wymierng niecatkowita,
157. V2 jest liczbg niewymierna,
158. log, (14 ) jest liczba wymierna,
159. log, (14 ) jest liczba niewymierna.
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