ANALIZA MATEMATYCZNA A dla I roku, 2004/2005

10. Szeregi Fouriera.

Cwiczenia: 19.05.2005
Kolokwium nr 12: 2.06.2005 (czwartek) - obowiazuje material od poczatku

semestru

Szeregiem Fouriera funkcji f:R—R o okresie 27, catkowalnej na
przedziale dtugosci 27, nazywamy szereg

[e.e]

ap+ Z (ancosnx +b,sinnz) ,

n=1

gdzie

Powyzsze calki nie zalezg od wyboru dolnej granicy przedziatu catko-
wania.

Jezeli ponadto funkcja f jest przedziatami monotoniczna oraz dla
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé
Fla=)+ f(a+)
fla) = HEAED
to f jest (punktowo) suma swojego szeregu Fouriera.

Réwnosé Parsevala:
A2

/ f(z)*dr= 27?@8—1—%5% (ai—i—bi)

A n=1
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Zmalezé szereg Fouriera funkeji
951. f(x)=x dlax € (—mm) 952. f(x)=|z| dlaze(-Z 31)

2772
r)=z>dlazxze(—

953. f(x) (—m,7)  954. f(r)=2* dla x € (0,27)
955. f(z)=2? dlaze (—2,%) 956. f(z)= {%] dla z € (0,2m)
957. f(x)=e€" dlaz € (0,2r) 958. f(z)=¢€" dla z € (—7,m)
959. f(z)=x dlaz € (0,2r) 960. f(x)=|sinz| dla x € (0,2n)
961. f(z)=cl"l dlaz € (—m,7) 962. f(z)=sindx dla € (0,27)
_ (sinz dla xe€(0,7)
963. f(r)= {cosx dla z € (m,27)
B dla =ze€ (0 )
964. f _{ 0 dla ze(m2nm)
(-1 dla O<z<m/2
965. f(x)—{ 1 dla #/2<z<27

966. Obliczy¢ %o: stosujac wzér Parsevala do f(z) =e” na (0,2m)

1
| n2+1
oraz wstawiajac x =0 do szeregu Fouriera tej funkcji. Poréwnaé¢ obydwa
wyniki.

967. Obliczyé > L
n=1

f(z) =cos(xv/2) na (0,27) .
968. Obliczy¢ Z s uzywajac f(z)=xz(m—|z|) na (—m,m).

wstawiajac © =0 do szeregu Fouriera funkcji

969. Dowies¢, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie m, to w jej
szeregu Fouriera a, = b, =0 dla n nieparzystych.

970. Dowiedé, ze jedli f jest funkcja okresowa o okresie 2%, to w jej
szeregu Fouriera a, =b, =0 dla n niepodzielnych przez 3.
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Norma supremum funkcji f nazywamy liczbe

[fII = sup |f(2)|

xEDf

Definicja zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego:
Ciag funkcji ( f,,) okreslonych na wspoélnej dziedzinie nazywamy zbiez-

nym jednostajnie do f, jezeli
Tinn || — f]| =0
Jezeli ciag (f,) funkcji ciagtych jest zbiezny jednostajnie do funkcji
f, to f jest funkcja ciagta.

Jezeli ciag (f,) funkeji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jedno-
stajnie do funkcji f, a ciag pochodnych (f!) jest zbiezny jednostajnie
do funkcji g, to funkcja f jest rézniczkowalna i przy tym f'=g.

Szereg funkcyjny > f, o wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi
n=1
na wspolnej dziedzinie, nazywamy zbieznym jednostajnie, jezeli cigg

sum czesciowych (.5,,) okreslony wzorem
SnZZE:jk
k=1
jest zbiezny jednostajnie. Tak, jak w przypadku szeregéow liczbowych,

granice ciggu sum czesciowych nazywamy suma szeregu.

Jezeli Y ||fnll <+o0, to szereg funkeyjny Y- f,, jest zbiezny jedno-
n=1 n=1

stajnie.

Jezeli szereg funkcyjny ioj fn 0 wyrazach bedacych funkcjami ciagty-
n=1

mi, jest zbiezny jednostajni;:, to jego suma jest funkcja ciggta.
Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego Y f, maja
n=1

o0
ciagle pochodne, a szereg > f/ tez jest zbiezny jednostajnie, to suma
n=1
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szeregu > f, jest funkcja rézniczkowalng oraz
n=1
) ! o)
(Sn)-r
n=1 n=1

971. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny
>, sinnx
jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciggla.
972. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny
>, sinnz

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rozniczkowalng i ma cigglyg po-

chodna.
973. Dowie$¢, ze szereg trygonometryczny
i cosnT
“= 2005™

jest zbiezny, a jego suma jest funkcjg majaca ciggle pochodne wszystkich
rzedow.

974. Niech f:R — R bedzie funkcja ciagta okresowa o okresie 2,
majaca cigglte pochodne rzedu pierwszego, drugiego i trzeciego.
Dowiesé, ze wowcezas istnieje taka stata C, ze wspotezynniki szeregu
Fouriera funkcji f spetniajg nieréwnosci
C C
an<—3 oraz an<—3
n
dla wszystkich liczb catkowitych dodatnich n.

975. Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje

f(z) =sin*xcosbrcosTx
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