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202. Uporzadkuj nastepujace liczby w kolejnosci rosnace;j:
12345678901 12345678911, 12345678903 -12345678909, 12345678905 - 12345678907,
12345678902 - 12345678910, 12345678900 -12345678912, 12345678904 - 12345678908.

Rozwigzanie:
Podane liczby sa iloczynami postaci

(12345678906 — k) - (12345678906 + k) ,
gdzie k=1,2,3,4,5,6. Ze wzoru na réznice kwadratow otrzymujemy
(12345678906 — k) - (12345678906 + k) = 12345678906* — k* |

skad wynika, ze iloczyn jest tym wigkszy, im mniejsza jest liczba k, czyli im wigkszy jest
pierwszy czynnik.

204. Wyznacz wszystkie (z doktadnoscia do przystawania) trojkaty prostokatne o bo-
kach dtugosci catkowitej i jednej z przyprostokatnych dtugoscei 15.

Rozwigzanie:
Oznaczajac dhugosci przyprostokatnych trojkata przez a =151 b, a dtugosé przeciw-
prostokatnej przez ¢, otrzymujemy na mocy twierdzenia Pitagorasa 152 +b% =2, czyli
225=c?—b*=(c—b)-(c+b).
Liczba 225 ma nastepujace cztery rozktady na iloczyn dwdéch liczb catkowitych dodatnich,
gdzie pierwszy czynnik jest mniejszy od drugiego: 1-225, 3-75, 5-45, 9-25. Rozktady te
prowadza odpowiednio do rozwigzan

b=112, ¢=113, b=36, c=39, b=20, c=25, b=8, c=17.

206. Ktora liczba jest wieksza:

VTT—T6 czy V79—/78 7

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw w postaci
a’?—b?
a—b=——, a+b#0,
a+b o7

przepisujemy podane liczby jako
1 1

—_— oraz —_— .
VTT+/76 VT9+/78

Poniewaz pierwsza liczba ma mniejszy mianownik, jest ona wigksza.
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208. Rozl6z na iloczyn czynnikéw pierwszych liczbe 3% —1.

Rozwigzanie:
Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow prowadzi do

3% —1=(3"—1)-(3"+1)=80-82=(2"-5)-(2-41) =2°-5-41.

220. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

’\/m2+1—\/y2+1

<lz—yl.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

W”“"Q“_\/y”l’:‘%ul—\/y%l‘-*/x2+1+\/y2+1 _

Va2 +1+V2+1
R et/ |2+
2 = lr =yl - 71
V2 + 1+ +1 Va2 +1+y?+1

Dowdd danej w tredci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nosé
[z +yl
NS R

ktora jest rownowazna nierownosci
|z +y| < \/352+1+\/y2+1.

Powyzsza nierownos¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac
réwnosé |x| = va?:

oty < 2]+ |yl = Va2 + o2 < a2+ 14 P4 L

222. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej nieparzystej n liczba n* daje przy
dzieleniu przez 16 reszte 1.

Rozwigzanie:
Korzystajac dwukrotnie ze wzoru na réznice kwadratow otrzymujemy

n'—1=(n’+1)-(n+1)-(n—1).
Jezeli n jest liczba nieparzysta, to w powyzszym iloczynie wszystkie trzy czynniki sg
parzyste. Ponadto dwa ostatnie czynniki sg kolejnymi liczbami parzystymi, a zatem jedna

z nich jest podzielna przez 4. Podsumowujac, iloczyn zawiera trzy czynniki parzyste,
w tym jeden czynnik podzielny przez 4. Zatem iloczyn ten jest podzielny przez 16.
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224. Zapewne wiesz, ze 3%2+42 =52, Mozesz nie wiedzie¢, ze takze 33443 +5% = 63.
Udowodnij, ze dla czwartych poteg podobna réwnosé nie zachodzi, albowiem dla dowolne;j
liczby catkowitej dodatniej n liczba n*+(n+1)+(n+2)*+(n+3)* nie jest czwarta potega
liczby caltkowite;j.

Rozwigzanie:

Sposrod czterech kolejnych liczb n, n+1, n+2, n+3 dwie sg parzyste, a dwie niepa-
rzyste. Czwarta potega liczby parzystej jest podzielna przez 16, a czwarta potega liczby
nieparzystej daje przy dzieleniu przez 16 reszte 1. Zatem liczba

n*+(n+1)"'+ (n+2)"+(n+3)*

daje przy dzieleniu przez 16 reszte 2. Nie jest wiec ona czwarta potega liczby catkowitej,
gdyz czwarte potegi moga dawacé przy dzieleniu przez 16 tylko reszty 01 1.

226. Ktora liczba jest wicksza: V77— V76 czy v79—+/78 7

Rozwigzanie:

Dwukrotne zastosowanie wzoru na roznice kwadratéw prowadzi do réwnosci

a*— b
a—b= (1)
(a2+b%)-(a+0)
przy zatozeniu a+b# 0. Mozemy wiec przepisa¢ podane w zadaniu liczby w postaci
1 1

(VIT+VTo) (Ve i) (VIO VaR) - (Vo V)

Poniewaz pierwsza liczba ma mniejszy mianownik, jest ona wigksza.

228. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

’\4/x4+1—(4/m

<l|lv—yl.

Rozwigzanie:
We wzorze (1) z poprzedniego zadania przyjmijmy a = va*+1 oraz b= /y*+1. Za-
uwazmy, ze a+b >0 i przeksztalé¢my lewg strone dowodzonej nieréwnosci:
A1) —(yr+1
‘(l/x‘l—i-l—é/y‘l—i—l’: (1"1' ) (:Z+ ) - _
(VA 1+ oy 1) - (Vo' 1+ ¥y +1)
|zt — | [z —y|-|z+y|- (=° +y°)

- (V™14 Vy 1) (Var+ T+ vy 1) (Va'+ 1+ +1) (Ve + 1+ Yy + 1)

- 608 - Jarostaw Wréblewski — Blok Olimpijski 2025/26, Nurt P Lista 4R



P Instytut Matematyczny UWr P www.math.uni.wroc.pl/~jwr/B0O2025 P III LO we Wroctawiu P

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = Vit otrzymujemy:
[yl <Jol+lyl = Vot + fyt < Vot 14+ 1,

|z +y]
Va4 1+ vy ™+ 1
Podobnie, wykorzystujac réwnosé a2 = vz otrzymujemy:

a:2+y2:\/;—l—\/g< \/w4+1+\/y4+1,

2 +y?
Vat+1+y +1
Potaczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:
z =yl [z +y|- (2% +y%)
(VAT 1+ y 1) - (Vo' + 1+ ¥y +1)
-yl z? 43> ' ERS
Vil T+VyT T Vael+ 1+ VyT+1

skad
<1.

skad
<1.

Sle—yl-1-1=[z—y|.

240. Liczbe catkowita dodatnig nazwiemy milutkq, jezeli da si¢ ja przedstawi¢ w po-
staci sumy (dwoch lub wiecej) trzydziestych drugich poteg liczb catkowitych dodatnich,
w ktorej to sumie wystepuje doktadnie jeden sktadnik nieparzysty i co najmniej jeden
sktadnik parzysty. Podaj najmniejsza liczbe catkowita dodatnia, ktorej trzydziesta druga
potega jest milutka.

Rozwigzanie:

Niech n bedzie taka liczbg naturalng, ze liczba n3? jest milutka. Wéwezas dla pewnej
nieparzystej liczby naturalnej k <n liczba n3? — k3% jest sumg trzydziestych drugich poteg
liczb parzystych, a to jest réwnowazne podzielnodci liczby n®? — k3% przez 232. Wynika
stad w szczegolnosci, ze liczba n jest nieparzysta.

Korzystajac pieciokrotnie ze wzoru na roznice kwadratéw otrzymujemy

n32 _ 132 — (n—Fk)-(n+k)- (n2+k‘2> . (n4+k‘4) . (n8+k8) . (n16+k16) ‘

W iloczynie po prawej stronie jest 6 czynnikow parzystych, przy czym podzielny przez 4
jest doktadnie jeden czynnik. I w dodatku moze to by¢ tylko czynnik pierwszy lub drugi,
bo suma dwoch kwadratéw liczb nieparzystych nie jest podzielna przez 4. Stad wynika,
ze liczba n spelia warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba nie-
parzysta dodatnia k <n, ze jedna z liczb n—k, n+k jest podzielna przez 2%7. Zatem
2n >n+k > 227 i najmniejszg liczbg spetiajacg warunki zadania jest n =22641, gdyz
mozemy przyjaé k=220 —1.
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OdpowiedZ: Najmniejsza liczba, ktorej 32-ga potega jest milutka, to 2264-1=67108865.

242. Znajdz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 1232 — 1.

Rozwigzanie:
Ze wzoru na roznice szescianoOw wynika, ze dana w zadaniu liczba jest podzielna przez
123—-1=122=2-61, jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 61.

244. Znajdz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 212° +1.

Rozwigzanie:
Ze wzoru na sume piatych poteg otrzymujemy podzielnos¢ danej liczby przez

21241=213=3-71,

a w konsekwencji przez 71.

246. Znajdz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 7734 — 234,

Rozwigzanie:

Ze wzorow na roznice poteg o jednakowych parzystych wyktadnikach otrzymujemy
podzielno$é¢ danej liczby przez 77 —2=75=3-5%1 77+2="79.

Odpowiedz: Dana liczba jest podzielna przez 79.

248. Znajdz dwa dwucyfrowe dzielniki pierwsze liczby 3% —1.

Rozwigzanie:

Ze wzoru na roznice szeSciandéw wynika, ze liczba 3% —1 = (3%)* =13 jest podzielna
przez 3° —1=242=2-112, a ze wzoru na réznice piatych poteg otrzymujemy podzielnosé
liczby 315 —1=(33)" =17 przez 33 —1=2-13.

OdpowiedZ: Dana liczba jest podzielna przez 11 i 13.

260. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 3617 — 517,
Rozwigzanie:
Ze wzoru na roznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze dana liczba jest
podzielna przez
36—-5=31,
jej dzielnikiem pierwszym jest wigc 31.
262. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 6174517,

Rozwigzanie:
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Ze wzoru na sume poteg o jednakowych nieparzystych wyktadnikach wynika, ze dana
liczba jest podzielna przez

6+5=11,
jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 11.
264. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 333 — 222,

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

2711 . 411
Woéwcezas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta
jest podzielna przez
27T—4=23,
jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 23.
266. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 622 4 522,

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

36" +25" .
Wowczas ze wzoru na sume poteg o jednakowych nieparzystych wyktadnikach wynika,
ze liczba ta jest podzielna przez
36+25=061,
jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 61.
268. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 1726 — 2%,

Rozwigzanie:
Ze wzoru na roznice poteg o jednakowych parzystych wyktadnikach wynika, ze liczba
ta jest podzielna przez sume podstaw tych poteg, czyli

17+2=19,
jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 19.
280. Wskaz dzielnik pierwszy liczby 22! — 1 mniejszy od 100.
Rozwigzanie:
Dana liczbe mozna zapisa¢ w postaci
8T —17.
Wowczas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta

jest podzielna przez
8§—1=7,

jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 7.
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282. Wskaz nieparzysty dzielnik pierwszy liczby 32! — 1 mniejszy od 100.

Rozwigzanie:
Dana liczbe mozna zapisa¢ w postaci

27717,
Woéwcezas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta
jest podzielna przez
271—1=26=2-13,
jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 13.
284. Wskaz dzielnik pierwszy liczby 3% — 25! mniejszy od 100.

Rozwigzanie:
Dana liczbe mozna zapisa¢ w postaci

271 817,
Woéwcezas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta
jest podzielna przez
27—-8=19,
jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 19.
286. Wskaz nieparzysty dzielnik pierwszy liczby 3°! +1 mniejszy od 100.

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

27117
Wowczas ze wzoru na sume poteg o jednakowych nieparzystych wyktadnikach wynika,
ze liczba ta jest podzielna przez
27+1=28=2%7,
jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 7.
288. Wskaz dwa dwucyfrowe dzielniki pierwsze liczby 235+ 1.

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

327417,
Wowcezas ze wzoru na sume poteg o jednakowych nieparzystych wyktadnikach wynika,
ze liczba ta jest podzielna przez
324+1=33=3-11,

jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 11.
Dang liczbe mozna tez zapisa¢ w postaci

128°+1° .
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Woéwcezas ze wzoru na sume poteg o jednakowych nieparzystych wyktadnikach wynika,
ze liczba ta jest podzielna przez

1284+1=129=3-43,

jej dzielnikiem pierwszym jest wigc 43.

400. Wskaz trzycyfrowy dzielnik pierwszy liczby 277 — 1.

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

128t — 1t
Wowczas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta

jest podzielna przez
128—-1=127,

jej dzielnikiem pierwszym jest wigc 127.

402. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 242 — 321,

Rozwigzanie:
Dana liczbe mozna zapisa¢ w postaci

647 —277 .
Wowczas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta

jest podzielna przez
64—27=237,

jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 37.

404. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 3%%8 —1.

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

(38) 101 jio1
Wowczas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta
jest podzielna przez

35— 1=(3"41)-(341)-(3+1)-(3—1)=82-10-4-2=(2-41)-(2-5) -4-2,

jej dzielnikiem pierwszym jest wiec 41.

406. Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 2% —1.

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

1281 — 114
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Ze wzoru na roznice poteg o jednakowych parzystych wyktadnikach wynika, ze liczba ta
jest podzielna przez sume podstaw tych poteg, czyli

1284+1=129=3-43,

jej dzielnikiem pierwszym jest wigc 43.

408. Wskaz dwa dwucyfrowe dzielniki pierwsze liczby 3136 — 2136,

Rozwigzanie:
Dang liczbe mozna zapisa¢ w postaci

17 17
() =)
Woéwcezas ze wzoru na réznice poteg o jednakowych wyktadnikach wynika, ze liczba ta
jest podzielna przez

328 =(3'42"). (3242 (3+42)(3-2)=97-13-5-1,

jej dzielnikami pierwszymi sg wiec 13 i 97.

420. Ktoéra liczba jest wiecksza:

VT — 76 czy V79— /78 7

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice szeScianow w postaci
a®— b3
a=0= 2
a’+ab+0b

przepisujemy podane liczby jako
1 1

oraz .
VT 7T T6+ 762 V792 + 79784 /782

Poniewaz pierwsza liczba ma mniejszy mianownik, jest ona wigksza.

422. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nierownosé

Vb +1— Jyb+1

<lz—yl.

Rozwigzanie:
Stosujac wzory na réznice kwadratow i szeSciandéw otrzymujemy nieco prostszy od

standardowego wzor na réznice szostych poteg:
a®—b° = <a3+b3) . (a3—b3) = <a3+bg) (a—10)- (a2+ab+b2) :
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Stosujac ten wzor przeksztalcamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci do postaci

26 — 8
(VaS+ 1+ +1)- (WJr V@S +1)- 5+ 1)+ y (y6+1)2)
[z —y|-[2°+1°] (2 + 2y +4°)
(VaS+ T+ +1)- (W+ S +1)-(y+1)+ {’/W)
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |x]3 = V6 otrzymujemy

28 47| < JalP ol = 2y < a4 L1

: , L 6 :
Podobnie z réwnosci |z| = V2 otrzymujemy

v oy <22 oy oyt =

= Va2 4 syt 4y < @0+ 1)+ § @0+ 1) (0 + 1)+ (0 + 1)

Potaczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania.

424. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

L1 <vn?+ < L
——— n’+n—n<—.
2 8n 2
Rozwigzanie:
Stosujac wzor na roéznice kwadratow otrzymujemy
2
(n—ir%) —(n*+n) 1/4

1
<n+2>_ = (n+§)+\/m:n-(1+ﬁ+ 1+1)

skad wobec nieréwnosci
1 1
I+ —+y/1+=—>2
2n n

dostajemy teze zadania.

426. Wyznacz wszystkie takie liczby calkowite n > 1, ze liczba n? —1 jest pierwsza.

Rozwigzanie:

Z rozktadu n? —1=(n—1)-(n+1) wynika, ze liczba n? —1 moze by¢ pierwsza tylko
w przypadku, gdy n—1=1, czyli n=2. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze woéwczas
otrzymujemy liczbe pierwsza 3.
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