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69. Liczbe pierwsza nazwiemy klawg, jezeli jest dzielnikiem liczby
n'®416n+1

dla pewnej liczby naturalnej n. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb klawych.

71. Komisja Finansowa liczy szes¢ oso6b, w tym przewodniczacy. Nalezy zamontowac
w skarbcu jak najmniejsza liczbe zamkoéw i rozdaé klucze cztonkom komisji tak, aby
spelnione byly nastepujace warunki:
e kazdych czterech cztonkéw KF moze otworzy¢ skarbiec,
e zadnych dwdéch cztonkéw KF nie moze otworzy¢ skarbcea,
e trzech cztonkéow KF moze otworzy¢ skarbiec wtedy i tylko wtedy, gdy wsrod nich jest
przewodniczacy.

Wyznacz liczbe zamkow, ktore nalezy zamontowaé w skarbceu.

73. Udowodnij, ze liczba
817 +36° +16”
jest ztozona.
75. Udowodnij, ze istnieje taka liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite aq, as,
as, ay, as, ag, a7, ze dla k=1,2,3,4,5,6 liczby
ak +ak+ak+ak4-af +al+ak
sg podzielne przez p, ale liczba
al+ay+al+al+al+af+al
nie jest podzielna przez p.
77. Liczby rzeczywiste x, y, z spetniajg nieréwnosci
r+y+2z206, ry+yz+zxr =11, xyz < 6.

Udowodnij, ze
2y+yiz+ Pe+ 2tz i+ 22y > 48.

79. Dane sg takie dodatnie liczby rzeczywiste aq, as, as, a4, as, ag, az, ze
a1 +as+as+ags+as+ag+ar="7.
Wykaz, ze istnieje permutacja
(b1, b2, b3, by, s, bg, br)
liczb
(a1, as, as, ay, as, ag, az),
dla ktorej spetniona jest nierownosé
b1bg + babs 4 b3by + bybs + bsbg 4 bgbr +b7by < 7.

81. Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite a, b1 c,
ze liczby a-+b+c oraz a*+b*+c* sg podzielne przez p, ale liczba a'® + b + !0 nie jest
podzielna przez p.
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83. Wykaz, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej liczba (54n)! jest
podzielna przez liczbe (56!)™.

85. Udowodnij, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n, dla ktérej liczba (92n)!
jest podzielna przez liczbe (95!)™.

87. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba (nQ)! jest podzielna

przez (n!)"+l,

89. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, dla kto-
rych liczba (n2>! nie jest podzielna przez (n!)"+2.

91. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, dla kto-
rych liczba (n2)! jest podzielna przez (n!)"*2.

93. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba (2n)! jest podzielna
przez n!-(n+1)L

95. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, dla kto-
rych liczba (2n)! jest podzielna przez n!-(n+2)!.

97. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n, dla kto-
rych liczba (2n)! nie jest podzielna przez n!- (n+2)!.

99. Liczby naturalne ng, ny, no, ..., nog spetniaja réwnanie
15_ 15, .15 15
Ng =ny" +ny" +...+Nog -

Udowodnij, ze co najmniej jedna z liczb ng, ni, ns, ..., ngg jest podzielna przez 31.

101. Liczby catkowite dodatnie ny, no, ..., n1goo, M spetniaja réwnanie
256 | 256 | , 256 256 _ 256
ny ANy N3 4.+ njggo=m" .

Udowodnij, ze
m>10™.

103. Czy prostokatnymi paskami papieru o wymiarach 1 x4 mozna oklei¢ trzy Sciany
prostopadtoscianu 10 x 10 x 11 majace wspolny wierzchotek? Paski mozna zagina¢ wzdtuz
krawedzi prostopadtoscianu, ale nie moga na siebie zachodzi¢ ani wystawac¢ poza oklejane
Sciany.

105. Rozstrzygnij, czy istnieje szescian o wierzchotkach w punktach kratowych, kto-
rego dhugos¢ krawedzi nie jest liczba catkowita.

107. Udowodnij nier6wnosé

1+2+3+4+ L k T 2016 <1
321 91 273 E*+k?4+1 0 2016+20162+1 2
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109. Czy sposrod dowolnych 35 réznych liczb naturalnych mozna wybraé takie trzy
rézne liczby a, b, ¢, ze liczba a® 4+ b? +c? —ab— be— ca jest podzielna przez 177

111. Czy sposrdéd dowolnych 34 réznych liczb naturalnych mozna wybraé¢ takie trzy
rézne liczby a, b, ¢, ze liczba a? +b%+c? —ab—bc — ca jest podzielna przez 177

113. Czy spoérdod dowolnych 38 réznych liczb naturalnych mozna wybraé takie trzy
rézne liczby a, b, ¢, ze liczba a? +b%+c? —ab—bc — ca jest podzielna przez 197?

115. W rejs 16dka po jeziorze moze wyruszy¢ trzech turystow. Czy mozna tak zapla-
nowac rejsy dla 7-osobowej wycieczki, aby kazdych dwoch uczestnikow ptyneto ze soba
doktadnie raz?

117. W rejs 16dka po jeziorze moze wyruszy¢ trzech turystow. Czy mozna tak zapla-
nowac rejsy dla 13-osobowej wycieczki, aby kazdych dwoch uczestnikéw ptyneto ze soba
doktadnie raz?

119. W rejs todka po jeziorze moze wyruszy¢ czterech turystow. Czy mozna tak
zaplanowaé rejsy dla 13-osobowej wycieczki, aby kazdych dwoch uczestnikéw ptyneto ze
soba doktadnie raz?

121. W rejs todka po jeziorze moze wyruszy¢ trzech lub czterech turystéw. Czy mozna
tak zaplanowaé rejsy dla 17-osobowej wycieczki, aby kazdych dwéch uczestnikéw ptyneto
ze sobg doktadnie raz?

123. W rejs todka po jeziorze moze wyruszy¢ trzech lub czterech turystéw. Czy mozna
tak zaplanowaé rejsy dla 19-osobowej wycieczki, aby kazdych dwéch uczestnikéw ptyneto
ze sobg doktadnie raz, a przy tym co najmniej raz ptyneto tédka czterech turystow?

125. W rozgrywkach ligi pitkarskiej bierze udzial 2n druzyn. Zaplanuj rozgrywki
kazdy z kazdym w formie 2n —1 kolejek tak, aby kazda druzyna grata w kazdej kolejce
doktadnie jeden mecz.

127. Udowodnij, ze istniejg takie piecioelementowe podzbiory Ay, Ao, ..., Asg zbioru
{1,2,...,15}, ze dla kazdych 1<i<j <201 zbiér A;NA; ma co najwyzej trzy elementy.

129. Ile najwiecej mozna wybra¢ podzbiorow zbioru 7-elementowego tak, aby kazde
dwa wybrane podzbiory réznity sie przynaleznoscia co najmniej trzech elementéw (czyli,
aby réznica symetryczna tych podzbioréw byta co najmniej 3-elementowa)?

131. Ile najwiecej mozna wybra¢ podzbioréw zbioru 15-elementowego tak, aby kazde
dwa wybrane podzbiory réznity sie przynaleznoscia co najmniej trzech elementow?

133. Udowodnij, ze na przestrzennej szachownicy 8 X 8 X 8 mozna tak ustawi¢ 32
wieze, aby kazde pole byto zajete lub atakowane przez jakas wieze.
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