Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

381. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= Fy)l <lz—yl,

gdzie f(z)=+/22+37.

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

Va2 +37+/y?+37
£e) = F )| = |V 3T =y 37| = |V 13T =y 437 V3T P37
_ |2° —y?| _ , |z +y]
Va2 +37T+/y? +37 Va2 +37+\y*+37

Dowdd danej w tresci zadania nierownosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-

nos¢

|z —y|

[z 4yl
Va2 3T+ +37
ktora jest rownowazna nierownosci
|z +y| < Va?2+374+/y?+37.

Powyzsza nierownos¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac
réownosé |x| =va?2:

|+ y| < ||+ |y = Va2 +/y? < VI +37+/y2 +37.
382. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
flz)= Va2 +108.

Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

|z —y|
f (@) = FWI< Ta00

Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a®—b° = (a' =b") - (a' +") = (a® =) - (a® +0°) - (a’ +0") =
=(a—0b)-(a+D)- <a2+b2) : (a4+b4> :
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a® — B8
(a+0b)-(a®2+0%)- (a*+b*)

Przyjmujac a = v/22+ 108 oraz b= /yZ+ 105, zauwazamy, ze a+b >0 i przeksztalcamy
lewg strone dowodzonej nieréwnosci:

1£(2) = £ )] = | Vo T0F - §fy+ 107 =
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B (22 +10%) — (y2 +10%)
(Va?+108 + /2 +10°8) - (Va2 + 105 + v/y2 +10°) - (Va2 + 105+ /% + 10F)

_ 2% — 9| _
[z —y|- ety
= (1)

(Va?+108 + /32 +10°8) - (Va2 + 108 + /32 + 10°) - (Va2 + 103+ /2 + 10°) |
Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

-+ y| < |2+ |y = Va2 +/y2 < Va2 108 +\/y2 + 108,

skad
|7+

Va2 + 108 +/y2 + 108

(2)

Ponadto zauwazamy, ze

1 1 1 1
< p— == — . 3
V21084 Y2108 V0+108+3/0+108 10+10 20 )

Analogicznie

1 1 1 1
< — -
Va2 + 108+ Y2 +10° Y0+ 1084+ v0+105 1004100 200

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

(4)

[z —yl-lz+y| _
(Va2 +108 + /32 +10°) - (Va2 + 108 + V2 + 10°) - (Va2 + 108+ /7 + 10F)
1 1 |z +y|

| y|'§x2+1mt%®@2+108'yx2+1wt+$@2+108 V10 + P10
11 _
1 1_ﬂw Yy

20 200 4000

<l =yl

383. Niech funkcja f:[8, co) — R bedzie dana wzorem f(x)= ¢/x.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [8, co) zachodzi nieréwnosé
|2~y

f@) - f)l < 0

Rozwigzanie:

Przeksztalcamy zgodnie ze wzorem na roznice szeScianow lewa strone dowodzonej nie-
rownosci, a nastepnie szacujemy korzystajac z nierownosci x, y > 8:

F@) = )l = |- 3] = EJ%LW . g’f@Z—l: =yl
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co stanowi dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 8.

1
384. Niech funkcja f:[4, 0c0) — R bedzie dana wzorem f(z) = NG
T

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y
@)= fI< =5~

Rozwigzanie:

Przeksztalcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwno-
sci x, y>4:

@) fy)=| = -~

_WE-val |z —y] 3 |z —y] B
VT Y

Ve (Vetve) ey (VA+VA)VIG

_ =yl eyl
(2+2)-4 16’
co konczy dowdd nieréwnosci danej w tresci zadania.
385. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(z)= v/22+ 10%. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

|z —y|
f@) = F)l < 5~

Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

at—bt = (a2 —b2> . (a2+b2) =(a—0b)-(a+b)- (a2+bz> :
ktory przy zatozeniu a+0b+# 0 mozna zapisa¢ w postaci

CL4 o b4
(a+b)-(a2+0%) "
Przyjmujac a = v/22+10% oraz b= /42 +10%, zauwazamy, ze a+b > 0 i przeksztatcamy
lewa strone dowodzonej nieréwnosci:
[7@) = ()| = | Va2 100 = 2+ 107 =
B (2 +10") — (y*+10%)
(Va2 + 100+ Y2+ 10%) - (Va2 + 107 + /g7 +10%)

’|

a—b=

B 2> —y
- (Va2+10%+ Va2 +107) - (Va2 + 107 + /7 +107)
_ [z—yl-|z+y|

(\4/:E2—|—104—|— \4/y2+104)-(\/x2+104+\/y2+104) )
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Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

g < |z]+ |y = Va2 + /i < 22+ 100+ /y2 104,

skad
|7+

Va2 + 101+ /y2 + 10

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1

< = =
Va2 +104 4 V2 +10% ~ V0+10%+v0+10* 10+10 20
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|- |z +y| _
(Va?+107 + V2 +107) - (Va2 + 10* + /47 +107)
= |z —y|- 1 , |z +y| <|x_y|.i_1:|95—y|
Va2 +10%+ Y2 +107 a2+ 107+ /y + 107 20 20

386. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
flz)=Vat+1.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fy)l <lz—yl.
Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skroconego mnozenia
at—bt = (a2—62> . <a2—|—b2) =(a—0b)-(a+0b)- (a2+62) :
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
at — b
(a+b)-(a2+0%) "
Przyjmujac a = va*+1 oraz b= Yy*+ 1, zauwazamy, ze a—+b> 0 i przeksztalcamy lewa
strone dowodzonej nieréwnosci:

@)= f )| = | Va1 =y +1] =
‘ (z*+1)—(y*+1) ‘_
(Vo 1+ Yy 1) (Val+ T+ v+ T) |
4
|

a—b=

_ |2 —y

(VT 1+ (Va1 VYT )

_ |22 —y?| - (2 +4°)
(Var+ 1+ Vy™1) (Vo' + 1+ oy +1)
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_ 2=yl |lz+yl| (2> +9°)
(VaT+ 1+ ¥y 1) (VT + 1+ +1)

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = V! otrzymujemy:

4y < ||+ ]yl = Vet + iyt < Vot i1+ Jyt+1,

(2)

skad
[z +y|

Va4 1+ vy T+ 1
Podobnie, wykorzystujac réownoséé 22 = v x4 otrzymujemy:

22y’ =Vl Jyt <Vl T 14yt + 1,

<1. (3)

skad

2 +y?
Vat+1+/yT+1
Potaczenie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z =yl [z +y|- (2% +y?)

(Var+ 14+ Vy™+1) (Vo' + 1+ Vo +1)

oyl |2+ ‘ 2 +y?
Ve 14+ Y1 Vat 1+

<1. (4)

Sle—yl-1-1=[z—y|.

387. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(z)= v/z%+ 10%. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

|z —y
@)= fyI< 5~

Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia
a®—b° = (a' = ") - (a’ +b") = (a® =) - (a® +0°) - (a* +b") =
=(a=b)-(a+b)-(a®+0°)- (a*+b*) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a® — B8
(a+b)-(a2+0%)-(a*+b*) "

Przyjmujac a = v/z4+ 108 oraz b= /yT+ 108, zauwazamy, ze a+b> 0 i przeksztatcamy
lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

1£(2) = £ )] = | Vo T0° - g+ 107 =

Lista 9R - 213 - Strony 209-218

a—b=



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

B (z*+10%) — (y* +10%)
(VaT+108 + /y™+10°%) - (Va'+ 105 + /y™+10°%) - (Vo' + 105+ /y "+ 10F)

_ 2%~y _
_ |z —yl-lz+y|- (2 +y*) (1)

(Var+108 + /y™+10%) - (Va'+ 108 + /y*+10%) - (Va? + 103+ /y T+ 10°) |
Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac rownosé |z| = vVl otrzymujemy:
jwty| < [zl + |yl = Vat+ {yt < Ve 105+ {y* +108,
skad

[z +y|
VT 10+ g 108 t @
Z kolei réwnosé 22 = v* prowadzi do:
2?4y = Va4 \Jyt < Ve 1105+ /yt 4108,

skad
24 y? <1
Vat+108 4 /14108

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1
8 8 S3 8 - ~ o0 (4)
Vaot+108+ /y*+108 ~ V0+108++/0+108 104+10 20
Zastosowanie nieréwnosci (2), (3) i (4) do (1) pozwala dokonczy¢ oszacowania:
|z —yl-|lz+yl-(z°+9?)
(Va4 108+ §yT+10°%) - (Va+ 103+ /yT+ 10%) - (V' +10° + /y T+ 10F)

I ! el e
N 10+ V1 10° Vi + 105+ Vi F 10° v + 108+ /5 k105
1 [z =y
Slo—yl-—-1-1= |
Sle=yl 5 20

388. Niech funkcja f:[1, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)= "¥/z.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, 00) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
’f(ﬂ?)—f(y)KT-

Rozwigzanie:
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Przeksztatlcamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci stosujac czterokrotnie wzor na roz-
nice kwadratéw!, a nastepnie szacujemy korzystajac z nieréwnosci x, y > 1:

o) — | 16/ — 16/7] = ]
)= £ =| Vo= W= i e o ) (T 99 (e v)
[z =y _lz—yl

(Vi VD)- (Vi V1) (V4 V1) (VI+ V) 16

co konczy dowdd danej w tredci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 1.

<

1
389. Niech funkcja f:[3, c0) — R bedzie dana wzorem f(z)= —. Dowies¢, ze dla
T
dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [3, 00) zachodzi nieréwnosé
|z —y|

Fa) - fl <

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwno-
scix,y>3:

3

v -2 lr—yl (@ +ay+y?)

$3y3

@)= f) == -~

By 233
’ ’(x2+a:y+y2)’ ’(1+1+1><

= | — . = | — . - [ [
Yy :1:3y3 :L’3y3 :c3y3 Yy xy3 :1:2y2 x3y =

1 1 1 3 1 Jz—y| |x—y|
<l ( )=lo=ul g =lo -l 55 = <

3i T3t 57 %

co konczy dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 3.

1

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [16, 0o) zachodzi nieréwnosé

() fy) < 229

390. Niech funkcja f:[16, c0) — R bedzie dana wzorem f(z)=

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa stron¢ dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwno-
sci x, y > 16:

LT i B )

Ve v yay (Ve )

'Mozna réwniez zastosowaé ogdlny wzér na réznice n-tych poteg dla n = 16.
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|z —y] lz—y

"y (Vi ) (Vi i) VI8 16 (V16+ 916) (VIo+vVi6)
[z -yl _lz—yl

4-(2+2)-(4+4) 128
co stanowi dowod danej w tredci zadania nieréwnosci dla dowolnych z, y > 16.

1
391. Niech funkcja f:[8, c0) — R bedzie dana wzorem f(x)=—.
x

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, co) zachodzi nieréwnosé
@)= F) < C-Jo—y.
a) Dowiesé, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy i szacujemy lewg strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nieréwno-
Scix,y>8:

L1 o=yl _lz—yl |z—yl_|z—yl
@) - )= | -3 = ot < v el
co stanowi dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/60 i dowolnych z, y > 8.
b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.
Rozwigzanie:

Dla =8 oraz y =9 mamy |z —y| =1 oraz
1 |z—yl

@)= fw) = =5 >

wskazaliSmy wiec przyktad liczb x, y > 8, dla ktorych dana w tresci zadania nieréwnosé
jest fatszywa przy C' =1/80.

Nie jest wiec prawda, ze ta nierownos¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
z, Yy €8, 00).

392. Niech funkcja f:[25, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)=+/.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 0o) zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)| <C-Jz—yl.
a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy i szacujemy lewg strone dowodzonej nieréwnoéci korzystajac z nieréwno-
sci x, y > 25:

_ _ |y lz—yl  _fr—yl _ [z—y
If(x)—f(y)|—\\/5—\/§\—ﬁ+ﬂ<\/%+\/%— =1

co stanowi dow6d danej w tresci zadania nieréwnosci dla C'=1/10 i dowolnych z, y > 25.
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b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.
Rozwigzanie:

Dla =25 oraz y =36 mamy |z —y| =11 oraz

) fw) =1 =V S 2oV

wskazaliSmy wiec przyktad liczb z, y > 25, dla ktérych dana w tresci zadania nieréwnosé
jest fatszywa przy C'=1/12.

Nie jest wiec prawda, ze ta nieréwnos$¢ zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych
x, Yy €[25, 00).

1=

393. Dla funkcji f: (0, co) — R okreélonej wzorem f(x)=2? wskaza¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodnic¢ nieréwnos¢

|f () = f(y)[ >100-]x—y|.
Rozwigzanie:
Z rownosci
f(2) = fW) =] —y*| = (z+y) |z —y

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x, y spetniajacych warunek
x+y>100.

Mozemy wiec wskaza¢ z =50, y=>51.

1
394. Dla funkcji f: (0, oo) = R okreslonej wzorem f(z)=— wskaza¢ odpowiednie
T

liczby rzeczywiste dodatnie z, y i udowodnié¢ nieréwnosé
|f(x) = f(y)| >100- |z —y|.
Rozwigzanie:

7, réwnosci

1
Syl
rYy

wynika, ze warunki zadania spetnia dowolna para réznych liczb rzeczywistych dodatnich
x, y spelniajacych warunek

1
— >100,

Ty
czyli
1

< —.
=700

Mozemy wiec wskazaé¢ z=1/10, y=1/11.
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395. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem
f(z)=V22+108.
Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodnié¢ nieréwnosé
[f (@)= f(y)[>0,6-]x—yl|.
Rozwigzanie:

Zastosowanie wzoru na roznice kwadratow prowadzi do
2,2
2% — 7| |z +y|

) — — = . .
17z = F )l Va2 +108 4 /42 + 108 Va2 +108 4 /42 +10°
Dana w treéci zadania nieréwnos$¢ bedzie spetniona, jezeli x #y oraz
|z +yl
>0,6. 1

Va2 4+ 108 +/y2 + 108 @
Dla uzyskania nieréwnosci (1) wystarczy przyjaé, ze x i y sa réznymi liczbami rzeczywi-
stymi dodatnimi spetniajgcymi warunki

2> 0,6-vz2+ 10° 2)
y>0,6-1/y2+108. (3)

Przeksztatcanie nieréwnosci (2) prowadzi (przy zalozeniu dodatnioéci ) do nieréwnosci
rownowaznych:

|z —yl

oraz

22 >0,6% 2%4+0,6%-10%,
0,64-2%>0,36-10%,
x2>0,36.108

0,64
x2>36-108
64
6-10*
8 )
3-10*
4 ?
x> 7500 .

x>

x>

Analogicznie nier6wnos¢ (3) jest réwnowazna nieréwnosci y > 7500.

Dana w tresci zadania nieréwno$¢ jest wiec prawdziwa dla dowolnych réznych liczb
rzeczywistych x, y wiekszych od 7500, np. dla z =7501 i y ="7502.
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