Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Kolokwium nr 4: éroda 4.12.2024, godz. 8:30—-10:00, material zad. 1-404.

9. Funkcje ciggte.
Przyktady z wyktadu.

381. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fw)l <lz—yl,
gdzie f(z)=+x%+3T.

382. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
fla)=Va2+108.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

|z~
@) = FWI< a0

383. Niech funkcja f:[8, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)= /x.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [8, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
@) =yl < =5~

1
384. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem f(x)= 7
x

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, co) zachodzi nieréwnosé

|z —y|
@) =< =5~

Zadania do oméwienia' na czesci éwiczenn w poniedziatek 25.11.2024

oraz na ¢wiczeniach w czwartek 28.11.2024 i w poniedzialtek 2.12.2024.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed é¢wiczeniami !!!

385. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(z)= v/22+10. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nier6wnos¢

|z —y|
[f@) = Fl< =5~

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
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386. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem
flx)=Vat+l.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f) <[]z —y|.

387. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(z)= v/z%+ 108. Dowies¢, ze dla

dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nier6wnos¢

|z —y|
@) =)< 5~

388. Niech funkcja f:[1, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)= /z.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|

1
389. Niech funkcja f:[3, c0) — R bedzie dana wzorem f(z)= —. Dowies¢, ze dla
T

dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [3, 00) zachodzi nieréwnosé

|z —y
@)= fy)I <

b
e

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [16, co) zachodzi nieréwnosé

F@)— fly) < 229

390. Niech funkcja f:[16, o) — R bedzie dana wzorem f(x)=

1
391. Niech funkcja f:[8, c0) — R bedzie dana wzorem f(x)=—.

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, co) zachodzi nieréwnosé

[f(2) = f)I<C-z—yl.

a) Dowiesé, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.
b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.
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392. Niech funkcja f:[25, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)=+/.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, co) zachodzi nieréwnosé

[f(2) = fI<C-z—yl.
a) Dowiesé, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.

b) Dowies¢, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.

393. Dla funkcji f: (0, 0o) — R okreslonej wzorem f(z)=z? wskazaé¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodnié¢ nieréwnosé

|f (@) = f(y)| > 100- |z —y].

1
394. Dla funkcji f: (0, oo) = R okreslonej wzorem f(z)=— wskaza¢ odpowiednie
T

liczby rzeczywiste dodatnie z, y i udowodnié¢ nieréwnosé
|f(x) = f(y)| >100- |z —y|.

395. Dana jest funkcja f: R — R okreslona wzorem
flz)=va?+108.

Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodnié¢ nieréwnosé

[f (@)= f(y)|>0,6-[z—y].

396. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
fla)= Va241016.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

|z —y|

Opisa¢, jak wyglada wykres funkcji f.
397. Dowies¢, ze rOwnanie cosx = ma co najmniej jedno rozwigzanie.
398. Dowiesé, ze réwnanie cosz = 2 ma co najmniej dwa rozwigzania.

399. Dowie$¢, ze rOwnanie
2?4 = 2023

ma doktadnie jedno rozwigzanie.
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400. Dowies¢, ze rownanie
x? =25712 cosx

ma co najmniej 10 rozwiazan rzeczywistych.

401. Dowiesc¢, ze rownanie
1000000 19 — (1,000001)"

ma co najmniej jedno rozwiazanie rzeczywiste. Wskazaé konkretny (by¢ moze niepotrzeb-
nie duzy) przedzial, w ktérym znajduje sie rozwiazanie.
Jak wygladaja wykresy obu stron réwnania jako funkcji zmiennej x 7

402. Rozwazamy funkcje f:[0, c0) — R okre$lona wzorem

f(a) =

Udowodnié, ze funkcja f nie spetnia warunku Lipschitza?.

403. Udowodnié, ze funkcja z poprzedniego zadania jest jednostajnie ciggta3. W tym
celu udowodni¢, ze dla kazdych z,y > 0 zachodzi nieréwnos¢

1f@) = f) <]z —yl.

404. Dla ktoérych liczb
ne {2, 4, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10°, 10'°, 10%°, 10'%°, 101000}
wykres funkcji
fla)=2°
przecina wykres funkcji
g(z)=a"+4,

jezeli za jednostke na osiach przyjmiemy 1 cm? Przyja¢ promien wszechswiata rowny
10%® cm. Punkty przeciecia wykreséw lezace w innych wszech§wiatach nas nie interesuja.
Mozna przyjaé¢ przyblizenie 210 ~ 103.

W miare wolnego czasu i stosownie do potrzeb zgloszonych przez studentéow
omowic¢ zadania 5, 6, 8, 11 i 12 z kolokwium nr 3.

2M6wimy, ze funkcja f spelnia warunek Lipschitza, jezeli istnieje taka stala C, ze dla kazdych z,y € Dy
zachodzi nieréwnos¢

[f(@) = f)I<C-le—yl.

3W tej chwili nie musisz znaé i rozumieé¢ pojecia jednostajnej ciaglosci. Zadanie polega na udowod-
nieniu podanej nieréwnosci.
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