Jarostaw Wroblewski

Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

W kazdym z ponizszych zadan podaj dziedzine funkcji f okreélonej podanym wzorem.
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Lista 8R

f(x)=\(z=1)-(x—4)  Dy=(—o00, 1]U[4, +o0)
f@)=y(@@=1)-(z—4)°  D;=[1, +o0)
f@)=y(x=1)* (z—4)  Dy={1}U[4, +o0)
f(2)=/(@>=1)-(x=4)  Dy=[-1, 1]U[4, +o0)
f(x)=(z=1)-@*—4)  Dy=[-2, 1]U[2, +o0)
f(x)=\/(2>=1)-(a2=4)  Dy=(—o0, —2]U[~1, 1]U[2, +o0)
f@)=y(@2=1)°-(@2=4)  Dy=(—o00, —2]U{—1}U{1} U2, +o0)
f(x)=(z—4)-(=9)-(x—16) D;=[4, 9]U[16, +o0)
F@)=\(z—4)" (2= 9y (2 —16)"""  D;={4}U{9}U[16, +ooc)
F@) =\ (@ =)™ (29" (2 -16)"  D;=(—o00, 4U[9, +00)
F@) == (2-9)" (2-16)"""  Dy=(—o00, 4U{9}U[16, +o0)
f(x)=(z=4)-(x=9)-(a?=16) D;=(—oc0, —4]U{4} U9, +o0)
fx)=\(z—4)-(a2—9)-(22—16) D;=[—4, —3]U[3, +o0)
flz)=\/(22—4) (22-9)-(22—16) D;=
=(—o0, —4|U[—3, —2]U[2, 3]U[4, +o0)

f(x)=/(22=4)- (2 =9)-(#*=16) Dy=(—o00, —3]JU{—2}U{2}U[3, +o0)
f(x)=1/(3—logyx)  (5—logyx)-(3—logsz) Dy =(0, 8]U |27, 32]
f(z)=/(3—log,z) (2—logsz) - (3—logzz) Dy =(0, 8]U |25, 27]
f(z)=/(3—log,z) (6 —log,z)  (3—loggz) Dj=(0, 27]U {64}
f(z) = VIogylogsz Dy =3, +00)
f(z) = Vlogglogoz Dy =2, +00)
f(z) = Vlogslogslog,m Dy =8, +00)
f(x)=logglog;logsz Dy =25, +00)
f(z) =log,log,256 D= (1, +00)
f(x) =log,log,log, 256  D;=(1, 256)
f(z) =log,log,log,log, 256 Dy=(1, 16)
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359. f(x)=1log,log,log,log,log, 256 D;=(1, 4)

360. f(x)=1log,log,log,log,log,log, 256 Dy= (1, \/§>

361. Dana jest taka funkcja f:R—R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nieréwnosé

|f (@) = f(y)| <10-]z—yl,
a dla kazdych liczb rzeczywistych x, y speliajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nie-
réwnosé
[f(@) = f)l <lz—yl.

Dowiesé, ze

|£(6) = F(0)] <50.

Rozwigzanie:
Teza zadania wynika z nastepujacych nierownosci, wykorzystujacych nieré6wnosc tréjkata
oraz zalozenia o funkcji f:
£(6) = £(0)| =[£(6) = £(10) + £(10) = F(O)| <[£(6) = f(10)[ +[£(10) = F(0)[ <
<10-/6—10|+[10—0|=40+10=50.

362. Dana jest funkcja f: R — R spelniajaca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y € R

oraz

|f(z+5)— f(x)] <5 dla dowolnego x € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|£(8)— f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
|f(8)— f(0)] <30. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

£ (5) = f(0)] <5
oraz
[F(8) = f(5)[<10-[8-5]=
Korzystaj@c z nierownosci trojkata oraz z powyzszych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
F8) = FOI=|(£(8)=(5)) + (J5)~(O)| < £ (8)=F(5)|+|£(5)~£(0)] <30+5=35,
co konczy rozwigzanie zadama.

Wersja trudniejsza
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Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci
1f(5)=f(0)[ <5,
|f(10) = f(5)| <5
oraz
£(8) = f(10)] <10-[8—-10| =
Korzystajac z nierownosci tréjk@ta oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
F8) =)= |(f®)=F(10) + (£(10)=f (5)) + (f(5)~f(0))| <
!f() (10)I+|f(10) F(5)]+17(5)—F(0)] < 204545 =30,
co konczy rozwiazanie zadania.
363. Dana jest funkcja f:R — R speliajgca warunki
|f(x)—f(y)|<10-]z—y| dla dowolnych z,y € R

oraz

|f(x+10)— f(x)] <10 dla dowolnego z € R.
Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwoch nieréwnodci:
|f(17)— f(0)] <80, (wersja latwiejsza)
|f(17)— f(0)] <50. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

£(10) = f(0)| <10

oraz

|f(17)— f(10)| < 10-|17—10| =
Korzystajac z nieréwnosci tréjk@ta oraz z powstzyCh dwoch nieréwnosci otrzymujemy
A7) = FO)=[(f7)=F(10)) + (f(10)=£(0)) | <
< |f(17) (10)|+|f(10) f(0)]<70+10=280,
co konczy rozwigzanie zadania.

Wersja trudniejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

| £(10) — f(0)| < 10,
|f(20) — £(10)| <10

oraz

|£(17) = £(20)| < 10-]17—20| =
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Korzystajac z nierownosci tréjk@ta oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
FUT) = FO)] = [(F(17) = £ (20)) + (£(20) = f(10)) + (f(20)—£(0))| <
\If(17) (20)I+|f(20) fA0)+1f(10)=f(0)[ <30+10+10=50,

co konczy rozwiazanie zadania.

364. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y

speliony jest warunek
[f(@) = fW)] < (z—y)*.

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcja stala.
Rozwigzanie:

Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste z, y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy
to=z, t —x—i—y;, t2:x+2-ﬁ, t3:x+3-ﬁ, ta=x+4- y—x)

n n n n

oy tho=x4+(n—2)- ?, b1 :x—l—(n—1)~%, tp=1+n- L

Powyzsze punkty dzielg odcinek osi liczbowej od x do y na n réwnych czesci.
Wowecezas na mocy zalozenia o funkcji f zachodza nieréwnosci

=1 ] < o -0 = (=5 _ @y’

n n?

) s = (V) =0

£ ta) = £ (0] < (s =) = (2
Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
|f(z)=fy)|=
=|(f (o) = f (t)) +(f (t1) = f (2)) + (f (t2) = f (t3)) + ..+ (f (ta1) — [ (t0))] <
< f (o) = f )|+ (t) = f () [+ f (B2) = f (E3) |+ 4| f (Ena) = F (E0)[ <

(x—Qy) +($—2y>2 ( 2)2+ _+(93—2y) _(z-y?*
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Otrzymali$my wiec nieréwnos¢

@) - f()] <

prawdziwg dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osiaga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(z)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stata.

—y)?

365. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y
spetiony jest warunek

[f(@) = F) < |lw—y[M.
Dowiesé, ze wowcezas f jest funkcja stala.
Rozwigzanie:

Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste  <y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

— T — T - -
t():ﬂf, t1:$+L, tQZIE—FQL, t3:ZL‘—|—3L, t4:l'—|—4y >
n n n

n
e tn_2:x+(n—2)-y;x, tn_lzx—i-(n—l)-y;x, tn:x+n-y_x

n

Powyzsze punkty dziela odcinek osi liczbowej od x do y na n réwnych czesci.
Wowecezas na mocy zalozenia o funkcji f zachodza nieréwnosci

N 1,001 _.\1,001
10~ F 1< o) = (V7).
1,001 1,001
1,001 y—r\” (x—y)"
£ =5 < (- = (25) T <
1,001 1,001
1,001 Yy—T\” (x—y)"
£ =T ()] () = (22)

)1,001 _ <y —33> 1001 _ (z—y)H0ot

" L0l
1,001 1,001
1,001 y—x\” (z—y)"
f (tae) = f ()] < (faer — 1) =<n ) = o0

Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
|f (@)= f(y)| =
= |(f (to) = f (£2)) + (f (t) = f (22)) + (f (t2) = f (£3)) + ..+ (f (Enm1) — f ()] <
<[ (o) = fEDIF1f (B) = f (E2) |+ [f (t2) = F ()| + . A1 (tna) = f ()] <
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1,001 1,001 1,001 1,001 1,001
2=y (2=y) (w—y) ™ oy ()
1,001 11,001 1,001 71,001 1,1/1000
Otrzymalismy wigc nieréwnosé
1,001

T —
1) - sl <0
prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stalg.
366. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y
spetiony jest warunek

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcja stalg.
Rozwigzanie:

Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste x <y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy
Zn=Y+n.
Wowecezas na mocy zalozenia o funkcji f oraz nieréwnodci tréjkata otrzymujemy

)~ 1) = Fl 1) =S < b
1 12
= n2+1+n2—|—1 Con241°
Otrzymali$my wiec nieréwnoscé
2
|f(z) = f(y)| < 1

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stala.

<
41

367. Funkcja f: R — R jest okreslona wzorem

25x /4922437

@) ==yt~

Dowiesé¢, ze f jest odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:

Wykres funkeji f jest krzywa o rownaniu

25x N V4922 +37
24 24 ’

y=-
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czyli
24y + 251 =/ 4922437 .
7 powyzszego réwania wynika
24y + 24z = /4922 + 37 — 2 > V4922 4+ 37 — || = V4922 + 37— V22 > 0,

a z podobnego réwnania

24y + 251 = —/49x% + 37
dochodzimy do
24y + 24z = —/497% + 37 — 2 < —V4922 + 37+ |z| = — V4922 + 37T+ V22 < 0.

Zatem rownanie wykresu funkcji f mozna podnie$é do kwadratu uzupetniajac je nierow-
noécig x4y > 0. Otrzymujemy kolejno

576y 4+ 1200zy + 62522 = 4922 + 37, z+1y>0
576y% +1200xy 4+ 57622 =37, x4y >0
7 uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f

jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu x =y, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

368. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci rzeczywiste parametru a, dla ktérych funkcja

f:R— R okreslona wzorem
flx)=az+Vz2+1

jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Poniewaz f(0)=1 oraz f(1)=a-++/2, funkcja f ma szanse by¢ odwrotna do samej siebie
tylko wtedy, gdy
0=f(f(0)=a+V2,

czyli tylko dla a = —+/2.

Wykazemy, ze funkcja f okreslona wzorem

f(@)=—V2-z+Va2+1

jest odwrotna do samej siebie.

Wykres funkcji f jest krzywa! o réwnaniu

y=—V2-r+Va2+1,

czyli

Yy+V2-x=va2+1. (@)

17 uzyskanej w dalszej czeéci rozwiazania postaci réwnania tej krzywej mozna stwierdzié, ze krzywa
ta jest hiperbola. A dokladniej jest jedng galezia hiperboli, podczas gdy druga galaz jest opisywana przez
réwnanie ().
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7 powyzszego réwnania wynika
yrr =V F - (V2-1)-2> ¢—1 (V3= 1) Ja] > Va2~ (VE-1) Ja| =
= o] (V2-1) Ja| = (2= V2) Ja| >0
natomiast z podobnego rownania

y+v2-x=—vVa2+1 (<)

dochodzimy do
y+a= V- (VI-1) -0 < VT 14 (V2=1) o] <~V + (V2=1) || =
ol + (VE—1)-[o] = (VE=2) Ja] <0

Podsumujmy:

Yy+V2-z=vVa2+1 = z4+y>0

oraz

Yy+V2-z=—V22+1 = z+4y<0,

a wiec w réwnaniu
y+ V2.r=4+Va2+1
znak "£” jest taki sam jak znak liczby z+y.
Idea powyzszych oszacowan jest nastepujaca: W wyrazeniu
V21— (\/§ — 1) T,
ktore jest rowne sumie x + vy, pierwszy sktadnik ma wigksza wartos¢ bezwzgledna niz

drugi, a wiec znak catego wyrazenia (czyli znak z+y) bedzie taki sam jak znak pierwszego
sktadnika, czyli jak znak "+£".

Zatem réwnanie () wykresu funkeji f mozna podnie$é do kwadratu uzupetniajac je
nieréwnoscig x+y >0, gdyz nieréwnos¢ ta wymusza, aby pierwiastek byt ze znakiem plus,
a nie minus.

Otrzymujemy kolejno
y2—|—2\/§~xy+2:c2::132+1, r+y>0
y2+2\/§-xy—|—x2:1, z4+y>0

Z uwagi na symetri¢ wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f
jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y=x, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

Odpowiedz: Jedyng wartosciag parametru speliajaca warunki zadania jest a=—+/2.

369. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci rzeczywiste parametru a, dla ktérych funkcja
f:R— R okreslona wzorem
fx)=ar+Va?+2
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jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Identyczne jak w zadaniu poprzednim, gdyz zmiana 1 na 2 pod pierwiastkiem nie wptywa
na tok rozumowania.
Odpowiedz: Jedyng warto$ciag parametru spehiajacag warunki zadania jest a=—+/2.

W kazdym z ponizszych 10 zadan dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem
f(z)=alx|+bx

spehia dla kazdej liczby rzeczywistej x réwnosé f(f(x)) =z, czyli jest odwrotna do samej
siebie.

370. a=1, b=—v2 371. a=-1, b=—v2
372. a=2, b=—5 373. a=-2, b=—5
374. a=3, b=—+10 375. a=-3, b=—/10
376. a=3/4, b=-5/4 377. a=-3/4, b=-5/4
378. a=4/3, b=-5/3 379. a=-4/3, b=-5/3

380. Wiadomo, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy podanymi
nizej wzorami i wykresami funkcji na kolejnych stronach. W kazdym z zadan 380.a-380.j
podaj numer rysunku, na ktérym znajduje sie wykres funkcji f zdefiniowanej podanym
WZzOorem.

Przypomnienie: {y} oznacza czesé utamkowa liczby y.

380.a. f(z)={|z]} 5 380.b. f(z)={z}* 1
380.c. f(z)={|z|}> 4 380.d. f(z)=/{z} 8
380.e. f(z)=\/{lz]} 7 380.f. f(z)={/lz[} 6
380.g. f(z)=7{/{z} 9 380.h. f(z)={%z} 10
380.i. f(z)={z}" 2 380.j. f(z)={|z]}" 3
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