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201. Obliczy¢ granice

. (n n n n n n n n n n n n n - n )
lm a ... T <4 .
n=oo\nd  nd4+1l nd4+2 n34+3 w44 nd+5 nd+6 (n+1)3

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujacag pod znakiem granicy przez b,, i zauwazmy, ze ma ona 3n°+
3n+ 2 sktadnikow.
Zachodza wéwczas oszacowania od gory

b, < <3n2+3n—|—2>-% =c,

oraz od dotu
n

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nieréwnosci
an < by <y,

a ponadto
3n?+3n+2 3 2
hmcn:hmn_hf+:1M1@+-%—2>=3
oraz
y _ (3n*+3n+2)-n 3+n+n2_3
Jim = Jim S = i =2
(1+3)

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
nh~>rglo b,=3.

202. Obliczy¢ granice

i ( 5n® 41 N 5nd 42 N 5n°+3 N 5nd+4 - 5n® +4n* )
im Y] .
n—oo \ \/18n18+1 18n8+2 /18n'8+3 /18n'®8+4 V18n18 4 4n4

Rozwigzanie:

Dana pod znakiem granicy suma ma 4n* sktadnikéw i zapisuje sie wzorem
il 5nd 4k
=L VT ke
Szacowanie od gory daje
il 5pS 4k 4l B5pd 4 4nt 4n4 (5n° +4n*)

Cp -
Z TV 18n18 + k Z 1V 18n18 40 3v/2-nf?
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Szacujac od dotu otrzymujemy
nl 5S4k nl 5nS 40 4n*.5n°
Z RYUTIEES kZl VISn® tdnt  IsnBrant "
Poniewaz dla dovvolnego n zachodzg nieréwnosci
an, <b,<c,,

a ponadto
20n° 20 20 10v2
lim a, = lim ——— = lim = =
n—oo n—oo /18n18_|_4n4 n—oo /18+4n—14 ,/18 3
oraz

_ _dnt-(5n+4nt) . 4-(5+4n7Y) 20 10V2
lim ¢, = lim = lim = =

n=oo " n— 00 3\/5%9 n— oo 3\/§ - 3\/5 - 3 ’

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim bnzlog/i.

n—oo

102

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest rowna

203! Obliczy¢ granice
n? nt+1 nt+2 nt+3 nt+4 (n+1)*
+ + + + o),
n"4+n* nT+nt4+1 n"+n*+2 n"4n*4+3 n"+nt44 n’+(n+1)4

Rozwigzanie:

lim

n—oo

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n*+1=4n3+6n?+4n+2 sktadnikéw.
Szacujemy ja od gory przez iloczyn liczby sktadnikéw i wspélnego gornego oszacowania

sktadnikow:

nt nt+1 nt+2 (n+1)* (n+1)*
o ——— < (AP +6n*+4n+2) -
n7+n4+n7+n4+1+n7+n4+2 n7+(n—|—1)4\< wronT A ) n’+0
i analogicznie od dotu:
n? nt+1 (n+1) n?
it 7= (4 6 n+42) ——
P R | n’+(n+1)4 > (40 +6n% +4n-+2). n"+(n+1)4

Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan goérnego i dolnego:
(4n3+6n?+4n+2)- (n+1)4

- = (4460 +4n24207%) - (14n")" -4

oraz
‘ 446n~1 +4n~2 4 2~
(4n?+6n244n+2) . ZEOW T OHIM T,
n’+(n+1) 1+(1+n-1)"n-3

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.
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204! Obliczy¢ granice

. vnd+1 N vnd+2 N Vni+3 I n3+k I (n+1)3
=00 \ \/A9nT—1  /49n"+1  49n7—1 VAT + (1) V497 —1

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze ostatni sktadnik danej w zadaniu sumy mozna zapisa¢ jako
Vn3+3n24+3n+1
VAIRT—1
skad wynika, ze ma ona 3n?+3n+1 sktadnikéw.
Oznaczymy sume wystepujaca w tresci zadania przez b, i oszacujemy jg od gory przez
wspolne oszacowanie sktadnikow (liczniki od géry, mianowniki od dotu) przemnozone
przez liczbe sktadnikow. Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez c,.

bn<(3n2+3n+1)-v(n+1)3—

Cn -
V49" —1
Postepujac analogicznie oszacujemy dang sume od dotu przez wspélne oszacowanie sktad-
nikéw (liczniki od dotu, mianowniki od géry) przemnozone przez liczbe sktadnikéw. Ozna-
czymy uzyskane oszacowanie przez a,.
n3+1
b > (30 +3n+1) ———x=a,.

VA9InT+1
Obliczajac granice ciagéw (a,) i () otrzymujemy:
vnd34+1 1 —3 3
lim, an = lim (3712 —|—3n+1> S A R lim <3+3n_1 +n_2) (Vi 9
e e AnT 1 no VA9+nT T
oraz
(14+n-1)°

V49 —n7

n+1)3
¥: lim (3+3n*1+n*2)-
49n7—1 n—ooo

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

lim cn:T}Lngo<3n2+3n+1>~ :j

n—oo

angbngcn)

a ponadto
) 3
A 60 =7
oraz
) 3
AL =

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
3

lim b, = —.
im -

n—oo

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 3/7.
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205. Obliczy¢ granice

) n? n+1 n?+2 n?+3 n?+4
Jm oy T 5T 5o 5T 3
VST 24141 242841 J(n2+3)° 1 J(n2+4)%+1
Loomk M+WZ)
m2+k)P+1  J(n+3)8+1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+3)% —n?+1=6n+10 wyrazéw. Szacujemy
ja obustronnie:

6n+9 2 k 3 2
(6n+10)- nt < (6n+10)- (n+3)

V( n—|—3 (n2+k)3+ nf+1’
a nastepnie kolejno obhczamy granice oszacowaﬁ dolnego i gérnego przy n — +o00.
Otrzymujemy

n? 10

1
on+10) ————===|6+—| -
OO ey (o+3) (149) 4,

(6n+10)- 30 <6+1O> )

nbé+1 n) 1+

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

—6

oraz

206. Obliczy¢ granice
V2 PR 1] 716
lim ( n 4 n +2 n n %; n n %;
e \/(n2+n) \/(n2+n) +n? \/(n2+n) +2n? \/(n2+n) +3n?
Vn?+2k N V(n+4)? V(n+4)?2 J(n+4)2 )
\/(n2+n)2+km2 \/(n2—|—3n) —2n? \/(n2+3n) - \/(n2+3n)

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
yn+4)?2 Vn2+8n+16 Vn2+2-(4n+38) B Vn?+2-(4n+38)
\/(n2—|—3n)2 VnA4+6n3+9n2  /nt42n3 +n2+4n3 +8n? \/(n2+n)2+n2-(4n+8)7

cata suma przybiera postac

W VT

k=0 \/(n2 +n) 4 kn?
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i w konsekwencji ma 4n+9 sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie mnozac liczbe sktad-
nikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow

i mianownikow:
N wis ok (n+4)?
= S 5 < (4n+9)- ——,
(n2+43n) k=0 \/(n2 +n)"+kn? (n?+n)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

(4n+9)-

Vvn?  (4n+9)-n 442
(n2+3n)2_ n®+3n  1+2

—4

(4n+9)-

gy YO (nt0)-(nad)  (4+3):(1+3)
(n2+n)? n?+4n 1+1

— 4.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

207! Obliczy¢ granice

1 1 1 1
lim + + + +...
”*O°<\/n4+n3—n2 vnttndi4+l—n?  Vnttnd+2-n?  Vnttnd+3-n?

1
+ +...
vnit4+nd+k—n?

1 1 1
- - - .
Vnidnd+n—2-n2  Vnid+nd+n—1-—n? \/n4+n3—|—n—n2)
Rozwigzanie:
Przeksztalcamy i szacujemy wyrazenie pod znakiem granicy (uwzgledniajac, ze jest to
suma ztozona z n+1 sktadnikéw), a nastepnie przechodzimy z n do +o0o0 w oszacowaniach
dolnym i gérnym:

Z": 1 _z”: nt+nd+k4+n? & Vnd+nd+k4n?
SoVnitndtk—n2 D) nt4ndi+k-nt 5 nd+k ’
n 4 3 2 4 2
y- Y +73L +k+n >(n—|—1)-\/n +£—|—O+n Y
o n3+k n3+n
n 4 3 2 4 3 2
5 nt+n3+k+n <(nle)‘\/n +n’+n+n 9

=0 n3+k n3+0

Poniewaz oszacowania dolne i gérne daza do wspdlnej granicy rownej 2, na mocy
twierdzenia o trzech ciagach dana w zadaniu granica istnieje i ma wartos¢ 2.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma warto$¢ 2.
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208! Obliczy¢ granice
V2 + VP44 Y218+ Y2+ 12+ VP 1164+ Vn2+20+ ...+ J(n+2)?
1m
"0 2 4 Y2 34+ 216+ YnF 9+ 2 124+ 2+ 15+ .+ J(n+3)?

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez b, wyrazenie znajdujace sie pod znakiem granicy.
Suma w liczniku tego wyrazenia zapisuje sie wzorem
n+1

Z V/n? + 4k
ma wiec n+ 2 sktadniki. Gérny zakres sumowania ustaliliSmy z réwnosci
n?+4k=(n+2)?=n*+4n+4=n*+4(n+1)

otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.

Podobnie, suma w mianowniku wyrazenia b, zapisuje si¢ wzorem
2n+3

Z Vn?+ 3k
ma wiec 2n+4 sktadniki. Gorny zakres sumowania ustaliliSmy z rownosci
n*+3k=(n+3)?=n’+6n+9=n+3(2n+3)
otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.
Szacowanie od gory daje

(n+2)- J(n+2)? 3(n+2)2

Cntd)- V2 2w
Szacujac od dotu otrzymujemy
. (n+2)-V/n? Vn?
(2n+4)-J(n+3) 2 2-J(n+3)2
Poniewaz dla dowolnego n zachodzg nieréwnosci
an, <b, <cy,
a ponadto
lim a, = lim i: lim L :1
oraz :
lim ¢, = lim V(n+2)7 = lim le
nooo ™ aseo 9. Ymr amee 2 2’
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
i b, = 5
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Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest réwna 1/2.

209! Obliczy¢ granice

’ ((/k-nkjtl+\/k:-nk+2+\/k:-nk—|—3+\/k:-nk+4+\/k’-n’“+5 +\/l<:-nk+n3
im et —————
n—oo\ n741 n’+4 n’+9 n’+16 n’+25 n’ +nb

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n® wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:
s VEnF+0  VE-nF4+1 VEk-nb+2 Vk-nk4+n3 5 Vk-nk4n?
n°- < +. ... F—<n—
n’+nb n’+1 n’+4 n’+nb n’+0
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego.

s VE-nF+0 VE-nk VE-ab? kb2
n- - = = = 1 —>\/E’
n’+nb nt4+n3  nt4nd I+

oile k/2—4=0, czyli k=8.

.mnk 3
ng.mzw.nk/g_ulﬁm
n

n’

Y

oile k/2—4=0, czyli k=S8.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=8 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna /8 = 2/2.

210! Obliczy¢ granice

r < nf 41 N nP+8 I nP + k3 - n? +8n1® )
im T

n=%0\ /900190 +1 /9001990 4 32 V9001290 4 k5 /90072900 4 327,30

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru p, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma 2n°® sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie:
p 2n® P 3 p 18 P 18
. nP+0 <3 nP+k <omb. n?+8n :2716'” —i—in 7
V9001990 4 32130 1= /9001900 + k5 V9001290 40 30n 450

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego.

ot n?+0 2P +0 2P~ 144 21 2 1

. = —= — g
V9001990 + 32030 /9001990 + 32030  4/900+32n-870  \/900+0 30 15’
oile p—444=0, czyli p=444.
¢ nP+8n'®  2pPTO416p%t  2pP M 416071 2.140 2 1
I —_ —_— —

5. _ _ 2 _ 1
TRV 307,450 30 30 30 15

on’
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oile p—444=0, czyli p=444.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla p=444 dana w zadaniu
granica jest réwna 1/15.

211. Obliczy¢ granice
(m+€’/k-nk+2+\?’/k-nk—i—3+\3/k-nk+4 +\3/m)
ni3 41 nid 44 ni3 49 nB+16 ni3 4+ ns
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skonczona.

lim

n—oo

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n* wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:
o VEnFi 0 Ykonf i {"’//f.nk+2+ N Vk-nb ot Vk-nfynt
nB4nd O pldpl nld 44 nl34nd O ni34+0
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gornego przy n — +00.

L nk Vnk  H.onk3  YE.pk39
n4‘\/kn+0_\//€n Vk-n VE-n N

?

nB4nd it 4t 1+
oile k/3—9=0, czyli k=2T7.
3 3
nd. \/k~n1k3—|—n4: \/k~n:+n4:\g/k_nk—27_‘_123_>\3/%7
n n n

oile k—27=0, czyli k=2T7.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k=27 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest rowna 3.

212. Obliczy¢ granice

lim

n—oo

\/k:-n’f+1+\/k:-n’f+2+\/k-nk+3+\/kz~nk+4+ +\/k’~nk+n5
n3+1 ni3 +2 nt3+3 nt3+4 nl3 4nd

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n® wyrazéw. Szacujemy ja obustronnie:
S VERED _ VEWEL VEWT2 | VEWEw Ve
nl34ns nld 41 nld 42 nl3 4 nsd - nl3 40
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
s VEnF+0  VEk-nk VE-nF? o Enk2E
S I S E T RS R

)

vk,
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oile k/2—8=0, czyli k=16.

k k
5. \/k-lgz +n° Vk-nk+nb :¢l{:-n’f—16+1—>\/%,
n's+0 nd® nt!
oile k—16=0, czyli k=16.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=16 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 4.

213! Obliczy¢ granice
n nt+1 n*+2 n*+3 nt+4 (n+1)*
S Sy S ey ey S aly ey w o S sy AR 1
nfF4nt  nF4nt4l 0 nF4nt42 0 nFnt 3 nfntad n*+(n+1)
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skonczona.

lim

n—oo

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n?+1=4n>+6n%+4n+2 sktadnikéw.
Szacujemy ja od gory przez iloczyn liczby sktadnikéw i wspolnego gornego oszacowania
sktadnikow:
n? nt+1 nt+2 (n+1)4
b < (AP 460+ 4n+2) -
n’f+n4+nk—|—n4—l—1+nk+n4+2 nk+(n+1)* ( T ant )
i analogicznie od dotu:
n? nt+1 (n+1)* n?
> (4P +6n +An+2) ——————
n’“—l—n4+n’“—|—n4—|—1+ nk+(n+1)4/<n Fontrdn ) nk+(n+1)*
Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan gornego i dolnego.

(4n34+6n24+4n+2)-(n+1)*  (4+6n"'+4n24+2n73)- (1+n1)"

(n+1)*
nk+0

nk - k=T —4,
oile k=7.
n* A+6n"t4+4n"24+2n"3
4n3 +6n*+4n+2)- = —4,
( ) nF4(n+1)4 phT4 (14n-1)"n-3
oile k=7.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=7 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 4.

214! Obliczy¢ warto$¢ granicy
2 etk
llm Z AT
n—00 ponz 1 +]{7
dobierajac tak warto$¢ parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
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Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona n® —

n?+1 sktadnikéw.
Zachodza wowczas oszacowania od gory

m_< 1+1) np=8 4 L

3 9 _
b (= +1) Wt \ TR +L 0"
oraz od dolu
VP n? 11\ o8+
bn>(n3_n2+1>.n+n:<1_ )-1"6:%
n’4+nb n nd 1+-=

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci
an <bp <y,

a ponadto dla p=8

lim ¢, =1
n—oo Cn
oraz
lim a,=1,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,=1.

n—oo

Odpowiedz: Dla p=_8 wartos¢ granicy jest réwna 1.

215! a) Dobra¢ takie liczby catkowite A>01 B> 1, aby zadanie b) mialo sens.
b) Obliczy¢ granice ciggu

hm<\/¥+¢n2—+3 w6, Viio
oo\ (n41)? (n+1)2 42 (nt1)*+4 (n+1)2+6
Vn?+3k \/(n—irA —6
(n+1)2+2k+m+ (n+B)*—
dla A i B dobranych w zadaniu a).

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

(A2 T TAnT A \JnRis. AR

(n+B)>  n*+2Bn+B>  p2yop142. AE-UnEEIL

cata suma przybiera postac
N /25 3k

= (n+1)°+2k"

(1)
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gdzie
_ 24n+A* 2(B—1)n+B’—1 5
=—73 = 5 : (2)
i w konsekwencji ma N(n)+ 1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N(n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (2) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztalcen:

2-(24n+A%)=3-(2(B—1)n+B*—1) |
4An+2A*=6(B—1)n+3(B*—1) . (3)

Aby réwnosé (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspdtezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

{4A = 6(B-1)
2A2 = 3(B2-1)
2A = 3(B-1)
{2A2 = 3(B—1)(B+1)

Dzielgc drugie réwnanie przez pierwsze otrzymujemy A= B+ 1, co po podstawieniu do

N(n)

rOwnania pierwszego daje
2B+2=3B-3,

skad B=51 A=6. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=4n+12.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 13 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (1) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

Vn? ntl2 \/n2 43k (n+6)?
— 5 S ————— < (n+13) i,
(n+5) = (n+1)%+2k (n+1)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.

Otrzymujemy

(4n+13)-

(4n113). VP (4nt13)n 4+
(n+5)* (45 (145)°

oraz
(n+67 _ (4n+13)-(n+6) _ (4+3) (1+7)
(4n+13)- o = 5 = 5 —4.
(n+1) (n+1) (1+1)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.
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Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=6, B=>5 i wowczas dana w zadaniu granica jest
rowna 4.

216. Obliczy¢ granice

lim + + + +
n*%((n+3)2 (n+3)2+2 (n+3)°+4 (n+3)°+6 (n+3)°+8

V2 + 5k - \/(n+A)2—15+ \/(n+A)2—1O+ J(n+A)2—5 . \/(n+A)2>

(n+3)°+2k (n+B)*—6 (n+B)*—4  (n+B)’-2  (n+B)?
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 3, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
N s e R =
(n+B)2  n24+2Bn+B?>  n?+6n+9+2(B—3)n+B2—9

2
/n2+5'%

(n+3)2+2-((B-3)n+252)’

2

cata suma przybiera postaé

Nm - /n? 5k

= (n+3)°+2k’ (4)

gdzie

2 2
:2An+A :(B—3)n+B —9’ (5)
5 2
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (5) musza by¢ réwne i catkowite.
W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (5) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(24An+A%) =5-(2(B—3)n+B*-9) ,
4An+2A=10(B-3)n+5(B*-9) . (6)

Aby réownoéé (6) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

4A = 10(B-3)
{2A2 = 5(B%*-9)
{2,4 — 5(B-3) ™)
242 = 5(B—3)(B+3)

N(n)
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Dzielac drugie rownanie uktadu (7) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zatozonymi nie-
réwnosciami A >0 i B > 3 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy
A= B+3, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje

9B+6=5B—15,
skad B=71 A=10. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (5) otrzymujemy
N(n)=4n+20.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 21 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (4) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikow i mianownikow:

/2 4n+21 / 245k n+10)2
(4n+21)~7n2 < Y n—2 < (4n+21)~(72),
(n+7) = (n+3)°+2k (n+3)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy
vn? (4n+21)-n  4+2

B A U T A

oraz
(n+10)2  (4n+21)-(n+10) (4+2)-(1+22)
(4n+21)- = 5 = 5 —4
(n+3) (n+3) (H%)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=10, B=7 i wowczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.

217! Obliczy¢ granice
(VR VRS VWG VD /D
=\ (n+B) (n+B)’+1 (n+B)’+2 (n+B)*+3 (n+B)’+4
Vn2+3k Jin+A4)2—9 J(n+A2—6 J(n+A)?2-3 /(n+A)?
S —+ —+ ——+ ;
(n+B)"+k (n+6)"—3 (n+6)"—2 (n+6)"—1 (n+6)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B <6, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
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Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

V(n+A)?  Vn24+24An+ A7 \/n? +3. 2Anta
(n+6)2  n2+12n+36  n2+2Bn+ B2+ (2(6— B)n+36— B2)’
cata suma przybiera postaé

N /n2 ¥ 3k
= (n+B)’+k’

(8)

gdzie
_ 2An+ A?
3

i w konsekwencji ma N(n)-+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (9) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (9) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A®=3-(2(6— B)n+36—B7)
2An+A*=6(6—B)n+3(36—B°) . (10)

N(n) =2(6—B)n+36— B, (9)

Aby réwnosé (10) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspdtezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
2A = 6(6—B)
A? = 3(36—B?)
A = 3(6—B)
A? = 3(6—B)(6+B)

Dzielgc stronami drugie réwnanie przez pierwsze! otrzymujemy A =64 B, co po podsta-
wieniu do réwnania pierwszego daje

6+B=18—3B,
skad B=31 A=9. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (9) otrzymujemy
N(n)=6n+27.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 6n+ 28 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania wtasciwej cze$ci zadania szacujemy sume (8) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

V2 6n+27 | /21 3k (n+9)2

(6n+28)-m < kzzo m < (6n—|—28)- (n+3>2 ,

17 warunkéw podanych w tresci zadania A>0 i B <6, skad wynika, ze obie strony pierwszego réwnania
sg dodatnie, a wiec niezerowe.
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a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy
Vvn?  (6n+28)-n  6+2%

(614 28) - = ar e = oy

—6

oraz
(n+97 _ (6n+28)-(n+9) _ (6+%)-(1+3)
(6n+28)- = 5 = . 6.
(n+3)2 (n+3) (1 4 ;)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=9, B=3 i wowczas dana w zadaniu granica jest
rowna 6.

218! Obliczy¢ granice

-~ ( n? N n?+5 N n?+10 N n?+15 L

= \n2/(n+ A2 n2/(ntA)2+2 2\ /(n+A)2+4 n2-/(n+A)2+6

. n*+ 5k - (n+10)2—10 N (n+10)2 =5 N (n+10)? )
n2-\/m nQ-W nz-\/m nQ-\/m

dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A < B, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
(n+10)? B n?+20n+100 B n?+5-(4n+20) B
n?-\/(n+ B)? ~n2-/n?+2Bn+B% n2~\/n2+2An+A2+2(B—A)n+B2—A2 a
n?+5- (4n+20)
n?. \/(n+A)2—|—2- ((B— A+ 2542 7

cata suma przybiera postac

N@m) n?+5k
im0 n2-\/(n+A)2+2k’

(11)

gdzie

B2 — A?
2 Y

i w konsekwencji ma N (n)+1=4n+21 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n

obie wartosci N(n) okreslone réwnaniami (12) musza by¢ réwne i catkowite.

N(n)=4n+20=(B—A)n+

(12)
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W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (12) bylo spelione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

B2_A2
2 ?
8n+40=2(B—An+B*—A?. (13)

dn+20=(B—A)n+

Aby réwnosé (13) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotczynniki
po obu jej stronach muszg by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

{8 _ 2(B—4)

10 = BP-A?

4 = B-A

{40 — (B—A)(B+A) (14)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (14) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozona nie-
réwnoscig A < B obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy

10=B+A,
skad A=31i B=T.

Przystepujac do rozwiazania gléwnej czeéci zadania szacujemy sume (11) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikow i mianownikow:

2 4An+20 2 5k, 10 2
(4n+21)-——— < e < (ant2r). 0TI
n?-(n+7) im0 n2-\/(n+3)2+2k n?-(n+3)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy
n? 4428
dn+21)- = L —4
Unt20) sy 142
oraz
2
(n+10° _ (4+3)-(1+30)
4n+21)- = 4
Un+ 20 ) 1+32 -~

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B="7 i wowczas dana w zadaniu granica jest
rowna 4.
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219. Obliczy¢ granice

lim vn? N Vn?+5 Vn?2+10 vVn2+415 Vn?+20
=\ (n4+1)%  (n+1)°+3 (n+1)°+6 (n+1)°4+9 (n+1)°+12

Vn?+5k Jint+A2 =15 /(n+A)2-10 /(n+A)2-5 /(n+A)>
(n4+1)>+3k et (n+B)*—9 * (n+B)*—6 - (n+B)’—3  (n+B) )
dla tak dobranych liczb catkowitych A > 01 B > 1, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

J+ AP i aAny A7 JJn?+ 5. 2AnEA

(n+B)?  n?+42Bn+B?  n4+2n+1+42(B—1)n+B>—1

2
/n2+5.%

2(B—1)n+B2—1"
(n+1)2+43. 2B-0nB21

cata suma przybiera postaé

N\ /n2 15k

, 15
= (n+1)2+3k ( )

gdzie

_ 2An+A* 2(B-1)n+B°-1
5 3 ’
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (16) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (16) byto spetnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

3-(24n+A*) =5-(2(B—1)n+B°—1),
6An+3A>=10(B—1)n+5(B*~1) . (17)

Aby réwnosé (17) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspdtezynniki
po obu jej stronach musza by¢ rowne, co prowadzi do nast¢pujacego uktadu rownan:
6A = 10(B-1)
342 = 5(B*-1)
3A = 5(B-1)
342 = 5(B—-1)(B+1)
Dzielac drugie rownanie ukladu (18) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi

nieréwnosciami A >0 1 B> 1 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy
A= B+1, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje

3B+3=5B-5,

N(n) (16)

(18)
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skad B=41 A=5. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (16) otrzymujemy
N(n)=2n+5.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 2n+6 sktadnikéw.

Przystepujac do rozwiazania gltéwnej czesci zadania szacujemy sume (15) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikow i mianownikow:

Vi@ m Tk (n+5)?
(2n+6) —— < >, ——5—— < (2n+6)- *—0x-
(n+4)2 =0 (n+1)"+3k
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy
V2 (2n+6)-n  2+8

(2n+6).(n+4>2: (n+4)? :<1+%>2 — 2
oraz ) | (n—|—5)2_ (2n+6)-(n+5) - (24-%)-(1‘1‘%) —
B e | U | (W E

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=5, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica jest
rowna 2.

220. Obliczy¢ granice

5 vn? Vn?+2 vn?+4 Vn?+6 Vn?+8

im

=\ (n42)°  (n+2)241 (n+2°+2 (n+2)°+3 (n+2)°+4
VnZ+2k Jn+A2Z—6  Jn+A)2—4 \J[(n+A2-2 \J(n+A)?
T —+ —+ —+ .
(n+2)"+k (n+B)*-3 (n+B)"—-2 (n+B)" -1 (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 2, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

JO+A?  nTr2Ant A2 72 T )

(n+B)*  n®+2Bn+B*>  n’+4n+4+2(B-2)n+B>—4

2
/n2 4 9. 2An2+A

(n+2)2+2(B—2)n+B>—4’
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cala suma przybiera postac

N /2 42k

| 19
= <n+2)2+k ( )
gdzie
2 An + A2
N(n):n;:2(B—2)n+BQ—4, (20)

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikow. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
warto$ci N(n) okreslone réwnaniami (20) muszg by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (20) byto spetnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A*=2-(2(B—2)n+B*—4)
2An+ A% =4(B—-2)n+2B*-8. (21)

Aby réwnosé (21) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotczynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:
2A = 4(B-2)
A? = 2B%-38

{A — 2(B-2)

A2 — 2(B—2)(B+2) (22)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (22) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi
nieréwnosciami A >0 1 B > 2 obie strony sa dodatnie, a wigc rozne od zera) otrzymujemy
A= B+2, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje

B+2=2B—4,
skad B=61 A=8. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (20) otrzymujemy
N(n)=8n+32.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 8n+ 33 sktadniki.

Przystepujac do rozwiazania gléwnej cze$ci zadania szacujemy sume (19) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

N/ 8n+32 |\ /p2 L oF (n+8)2
T S ——— < (8n+33) (1,
(n+6) iz (n+2)"+k (n+2)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

(8n+33)-

Vn?  (8n+33)n 843
R T TR L (WU

— 8
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oraz
(n+8)2  (8n+33)-(n+8) (8+%)-(1+2)
(8n+33)- = = . 8.
(n+2)2 (n+2)2 (1+2>
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 8.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=8, B=6 i wéwczas dana w zadaniu granica jest
rowna 8.

221. Obliczy¢ granice

- Vn? Vn2+7 N Vn2+14 Vn2+21 VnZ+28
=\ (4 A)? (n+A)°+1 (n+AP+2 n+A)°+3 (n+A)P’+4

Vn2+ 7k Jo+72-21 /(n+7)2-14 /(n+7)2-7 \/(n+7)2)
e .t 2 + 2 + 2 + 2
(n+A)" +k (n+B)"—3 (n+B)"—2  (n+B)"—1 (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
J+1?2 2+ 1dn+49 Vn2+7-(2n+7)
(n+B)*>  n*+2Bn+B> n2+2An+A?+ (2(B—A)n+ B2 — A?)’
cata suma przybiera postaé

NO \nZ TR 3
im0 (n+A)’+k’
gdzie

N(n)=2n+7=2(B—A)n+B*— A*, (24)

i w konsekwencji ma N (n)+1=2n+8 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n
obie wartosci N(n) okreslone réwnaniami (24) musza by¢ réwne.

Aby prawa rownosé (24) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspét-
czynniki po obu jej stronach musza by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu
rownan: 2 = 2.(B-A) 1 = B—A

{7 = B?-A? {7 = (B-A)-(B+A4)
Dzielgc stronami drugie réwnanie przez pierwsze otrzymujemy 7= A+ B, co prowadzi do
A=31B=4.
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Przystepujac do rozwiazania wtasciwej czesci zadania szacujemy sume (23) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikow przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

(2n+8) Vn? B 2§7 Vn2+7k < (@n+9) (n+17)2
n — —_— n P
(n+4)? = = (n+3)°+k (n+3)2

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gornego przy n — +00.

Otrzymujemy . Vn? C (2n48)-n 2+% -
(2n+38) (n+4)2 (nt+4)? _<1+%>2
g VO ntg)- () (243)-(1+])
(2n+8) R L O T (L 2.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica jest
rowna 2.

222! Obliczy¢ warto$¢ granicy

i < n_ n+1 . n+2 N n+3 I In )
im e .
= \nd4n  Vnid4n+l Vni4n+2 Vni4n+3 Vnt+9n

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od géry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznig — iloraz ostatniego skladnika
do pierwszego dazy do 9 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczekiwac,
ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego osza-
cowania przez liczbe sktadnikow), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczna réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szacowaé
mianowniki przez wspélng wielkos¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy sktad-
niki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
<" _..n +1 " +2 L +3 - 9
"SVnttn Vnftn Vntf+n o Vnfeno

vni+n
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n+m+1)+n+2)+n+3)+...+9n
VTt o
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
S n n n+1 n n-+2 n n+3 T In _
TV 9 Ver+9n Vnt+9n  Vnt+9n Vni49n
ntn+1)+n+2)+F(n+3)+... +9n
- Vit 1 9n —o
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

ntOn =5n-(8n+1),

b

n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+...+9In=(8n+1)-

gdzie 8n+1 jest liczba wyrazéw powyzszego postepu.
Wobec tego
5n-(8n+1)  5-(8+1)

Cp = = — 40
vnt4n V145

przy n — oo i podobnie
Sn-(8n+1) 5-(8+%> 0
ay, = = —40.
Vnt+9n ,/1+%

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

a, <b, <cp,

a ponadto
lim ¢, =40

n—oo

oraz
lim a, =40,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

T}Lrlgobn =40.

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 40.

223! Obliczy¢ warto$¢ granicy

I ( 4n n dn+3 N 4n+6 n 4n+9 N dn+12
im
n=oo \ \/And+4n  VAnd+4n+3  VAnt4+4n+6  VAnt+4n+9  VAnt4+4n+12
13n—9 13n—6 13n—3 13n
et + + + .
VAnA+13n—9 V4Ani+13n—6 V4nt+13n—3  V4n*+13n

Rozwigzanie:
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Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystacé
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b, od géry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznia — iloraz ostatniego skladnika
do pierwszego dazy do 13/4 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéow (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczna réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szacowaé
mianowniki przez wspélng wielkos$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy sktad-
niki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownik6w od dotu) prowadzi do
4dn dn+3 4n+6 An+9 13n
n < + - - ot ee——=
VAnt+4n  VAnd+4n  VAnt+4n  VAnt+4n Vant+4n
_An+(4n+3)+(4n+6)+(4n+9)+...+13n
- Vit dn -
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od gory) prowadzi do
b 4dn n dn+3 n 4n+6 . dn+9 T 13n _
T VAt 130 VAnt+13n V4Ant*+13n  V4Ant+13n VAn* +13n
_AnA4-(4n+3)+(4n+6) +(4n+9)+... +13n
- VAt 13n —
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
dn+13n _ 17Tn-(3n+1)

b

dn+(4n+3)+ (4n+6)+ (4n+9)+...+13n=(3n+1)-

2 2 ’
gdzie
13n—4
Snl=-—r i
3
jest liczba wyrazéw powyzszego postepu (o réznicy 3).
Wobec tego

17n-(3n+1) 17-(3+1) 51
CTL: = —
2.\/4dnt4+4n 9. 4+% 4

przy n — oo i podobnie

17n-(3n+1)  17-(3+1) 51
p = = — —.
2-v/4n*+13n 2. 4—}—% 4
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

a, <b, <cp,

a ponadto
I 51
im ¢, = —
n—oo 4_
oraz
! 51
im a, =—,
n—oo 4

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

51
lim b, = —.

n—oo

Odpowiedz: Wartos$¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 51/4.

224! Obliczy¢ warto$¢ granicy
( R +3n—1'2+3n—2.4+3n—3.8+ N 9.2n—2 N 3.2n—1 N on )
3n4+1 ' 342 344 3ng8 7 Zngon=2 gngon—l 3nyon

Rozwigzanie:

lim
n—oo

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystacé
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ roéznia — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 0 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczekiwac,
ze oszacowanie sumy poprzez wspoélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego osza-
cowania przez liczbe sktadnikow), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczna réznice wielkosci sktadnikow odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep geome-
tryczny, ktorego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé mianowniki przez wspolng wielko$¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy
sktadniki powstale w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

b <3n+3n712+3n724+3n738+ +92n72+32n71+2n7
"3 3n 3n 3n 7T 3n 3n 30
3430124307244 3"3.8 4. 49272 4 3.2 on
— :CTL
3n
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Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

RN St T A 9.2 3ol o
343712437724 43"3.8 4. 49272 4 3.2n L on
= :an.

Ze wzoru na sume postepu geometrycznego otrzymujemy
343" 243" 24437084 492724 3. 2" 4 2 =

n+1 n+1
1— <2) 1— (2) 9\ 71
—3n. 3 —3n. 3 — 3n+1 d1=1(2 — 3n+1 _ 2n+1
1— L 3 ’
gdyz iloraz powyzszego postepu jest réwny 2/3, a n+1 jest liczba wyrazéw postepu.

3

[SVI1 )

Wobec tego
3n+1 - 2n+1

Cp = 3n

=3-2- (;) —3—-2-0=3

przy n — oo i podobnie

gl g+t 3-2.(2)" 3_9.0 ;

an: = n —_— = .
3n 4 2n 1+(2) 1+0

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an <b, <cp,

a ponadto

lim ¢, =3
n—oo
oraz
lim a, =3
n—oo n ’

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =3.

n—o0

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 3.

225! Obliczy¢ granice

. on N 2n—1 .3 N 2n—2 . 32 . 2n—k . 3k: - an
n—00 \/9n+5n \/9n+5n71_7 \/9n+5n72,72 1/9n<|>5n—k_7k \/9n T
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystacé
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od géry i od dotu przez ciagi

zbiezne do wspolnej granicy.
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Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ roéznia — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskoniczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspoOlne oszacowanie sktadnikow (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikow) bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczna réznice wielkosci sktadnikow odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielko$¢. Bedziemy wiec szacowad kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki oszacujemy przez wspolng wielkos¢, a liczniki, ktore tworza postep
geometryczny, pozostawimy bez zmian.

Szacowanie od dotu (mianowniki od géry) prowadzi do:

B on N on—1, 3 N on—=2, 32 N N 2n—k: . 3k N N 3771 -
SR s Y T e A (T N N T RV T

S on N 2n71.3 N 2n72‘32 N N 2n7k3k N N 3 _
S/ T TR T Y e TR/ TR [ T
CmpnTl3qonT2 32 pontk3k g g 3n

\/W =dap -
Z kolei szacujac od géry (mianowniki od dotu) otrzymujemy:

oo 2"t-3 2"2. 32 k.3 3
Y T Y T o Ve AT e MR Tm T
7 +2"1-3+2"2.32+.__+2"k~3k+m+ 3
V"0 VI9"+0  /9"+0 9740 V9" +0
_2”+2"*1-3+2"*2-32+...+2"*’f-3’“+...+3"_c

o o

W licznikach uzyskanych oszacowan wystepuje suma tego samego postepu geometrycz-
nego n+1l-wyrazowego o pierwszym wyrazie 2" i ilorazie 3/2. Mamy wiec

n+1
AR -3+2”2.32+...+2"k~3k+...+3":2".(2)3 =82
-
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci a,, < b, < ¢,, a ponadto

przy n — o0 mamy
3n+1 _2n+1 3—92. ( )

a, =
NeEsT ¢;;f“*

3n+1_2n+1 2
= —3-2.(= 3,
‘ 3" (3) -

z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest rowna 3.

oraz
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226! Obliczy¢ granice

. ((n—|—1)2 (n+2)*  (n+3)? (n+k)? (2n—1)? N (2n)? )
=0\ /nb+1 Vnb4+2  VnS+3 T VnS+k T VnS+n—1 Vnb+n/)
n-(n+1)-(2n+1)

Wskazéwka-przypomnienie: 12422 +3%+ .. . 4n* =

6

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystacé
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od géry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie¢ réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do czterech przy n dazacym do nieskonczonoéci. Nalezy zatem oczeki-
wad, ze oszacowanie sumy poprzez wspoélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczna réznice wielkosci sktadnikow odpowiadajg liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielko$¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik
z osobna szacujac mianowniki przez wspolng wielkosc¢.

Szacowanie od dotu prowadzi do:
v (k)2 (k) 0
b, = n+k) =
ZW kz:lx/nﬁ—l—n \/n6+n ,;( )
7 kolei szacujac od gory otrzymujemy:
"o (n+k)? I (n+k)? 1 & 5
b, = — k) =c,.
=3 R < B = =

Obliczamy sum@ wystepujaca we Wzorach na a, icy:

n 2n n - (2 1) (4n+1 . 1)-(2 1
E: 71%—k E: k2 E::kQ‘_'E: k2:: n ( n-+ ) ( n-+ ) __n (nﬁ+ ) ( n-+ )::
k=1 k=n+1 k=1 k=1 6 6
n-(2n+1)-(Tn+1)
6 .

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci a,, <b, <c¢,, a ponadto
przy n— oo mamy
n-(2n+1)-(Tn+1) 7
H

a, =
6-v/nb+n 3

n-(2n+1)-(Tn+1) 7

6-n? T3

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 7/3.

oraz

Cp —
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227! Obliczy¢ warto$¢ granicy

) . () () () (%) ()
nLI&(\/@H Nz Y/ T R/ Ty A/ T i/ Tl
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od géry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — ilorazy srodkowych sktadnikow
do skrajnych daza do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczni-
ki, podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak n-ty wiersz
trojkata Pascala, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedzie-
my szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielko$¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie
dodamy sktadniki powstale w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

© @ 6 L) G

S VA0 \/4n+0+\/4n+0+\/4n+0+ +\/4n+0+\/4n+0_
_ @+ +E)+E)+ () HC)
on "

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
I . I I A B
VIS VA3 A3 A3 A3 A
_ @O+ G+ )+
VI

Ze wzoru na sume wyrazow n-tego wiersza trojkata Pascala otrzymujemy
TN 0 [ A I ) IR B Y i
0 1 2 3) 7 \n—1 n)

cp=—=1—1

2n

=ay,, .

Wobec tego

przy n— oo i podobnie
2" 1
a, = —1.
VA4n 4+ 3n \/1 _|_ §

4
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

a, <b, <cp,

a ponadto
lim ¢, =1
n—oo Cn
oraz
lim a,=1
L Qn )

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim b,=1.

n—oo

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 1.

228! Obliczy¢ granice ciagu zaczynajacego sie od wyrazu o indeksie 7:
7 8 9 10 n—1 n
A N O
=00\ \/nkF4+7  /nF4+8 VnF+9 VnF4+10 VvnF+n—1 VnF+n
dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru &, aby granica ta byta liczba rzeczywista
dodatnig.

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystacé
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od géry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znig. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy przy k> 2 mianowniki majg zblizona wielko$¢. Liczniki tworzg jednak pocza-
tek siodmej kolumny tréjkata Pascala, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczyc¢.
W konsekwencji bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspolna wielkos¢, nie zmieniajac
licznikéw, a nastepnie dodamy sktadniki powstale w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownik6w od dotu) prowadzi do
7 8 9 10 n—1 n
B = I
VnF+T7  VnF+8  VnF+9  VnkF+10 VnF+n—1 VnF+n

DO+ +E) -+ (7)) _
n*+0

n
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_@FO+EFE) o+ () +E)
nk/2 n
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
_ @ 6 () (7) L () OIS
VIEET  VnF+8 VnE+9 VnF+10 T VnFtn—1 nF+fn
L @FEAE+E) () + ()
vnkF+n

Ze wzoru na sume poczatkowych wyrazéw kolumny trojkata Pascala? otrzymujemy
7 n 8 n 9 n 10 P n—1 . ny (n+1
7 7 7 7] 7 7]\ 8 )

Wobec tego
n+1
c :< 8 ) :(n+1)'n~...~(n—6)/8!_>l
n nk/2 nk./2 3l

przy n— o0, o ile k=16. Podobnie
(";“) _(n+1)n-...-(n=6)/8 1

Ay = —

Vnk+n nk/2.\/1+nl-k 8!

n

=ay, .

przy n— o0, o ile k=16.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
a, <b, <cy,
a ponadto
lim ¢, =1/8!
oraz
lim a, =1/8!,
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =1 /8!.

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k=16 wartosé¢ 1/8!'=1/40320.

> (1))
~ k k+1
i moze by¢ udowodniony indukcyjnie ze wzgledu na n. Mozna tez zapisaé¢
k k+1 k+2 n—1 n k+1 k+1 k+2 n—1 n
)+ () () e () G = )+ () () = () )

a a a+1
i wielokrotni t ¢ d tki h skladnikd 5 = .
i wielokrotnie zastosowa¢ do poczatkowych sktadnikéw wzor (b) + <b+1) <b+1>

2Wzér ten méwi, ze
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