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190! Oblicz granice

VnS+nd4+1—n?
e p—rh

Rozwigzanie:
Poniewaz w liczniku utamka pod znakiem granicy wystepuje réznica wyrazen podobnej
wielkosci (& n?), stosujemy na poziomie licznika wzér na réznice kwadratéw w postaci

CL2 - b2
a+b

Poniewaz w mianowniku tegoz utamka wystepuje réznica wyrazen ré6znego rzedu wiel-
kosci (% n3/? oraz %nQ), stosowanie jakiegokolwiek wzoru skréconego mnozenia jest
zbyteczne, a nawet szkodliwe, bo prowadzi do skomplikowania rachunkéw.

Otrzymujemy
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OdpowiedZ: Dana w zadaniu granica ma warto$¢ —1/2.

191. Oblicz granice

. (\/nl6 +nd— n8>3
11m
" (S — )

Rozwigzanie:
Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzér na réz-

nice kwadratéw w postaci
a®—b?

a+b

a—b=

otrzymujemy

‘ (\/n16 +n3 —n8)3

lim == lim
n—oo ( /n16+n5—n8> n—oo
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Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 4.
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192. Oblicz granice
(Y77 —nt)’
(ST —nd)”

Rozwigzanie:
Stosujac w mianowniku wzér na roznice kwadratow w postaci

a’?—b?

a+b’
a w liczniku wzor na réznice szescianéw w postaci
ad—b3

A= 0= 2
a’*+ab+0b

otrzymujemy
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OdpowiedZ: Dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 32/9.

Lista 4R - 149 - Strony 148-155



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

193. Oblicz granice

. vn'2+n—n®
1m
n—oo ( /—n4+n_n2)k

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:

Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzér na réz-
nice kwadratéow w postaci
a® — b?
a—b=
a+b

otrzymujemy

. Vnl24+n—nt — lim n _ Vnt+n+n? g
n—oo (m_nz)k n=00 \/m—l-Tﬁ n

k
y =5 Vitn 341 b ’ (\/W—F 1) n=?
= ]1m . = l1m *
n—oo /1+n711+1 n—o0 ,/1+n711+1 n—k
C (VIEREe)t
= lim Pt = =gkl
n—00 Jl_{_nfll_'_l 2
oile k—5=0, czyli k=5.

n—1

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma warto$¢ 16 dla k=5.

194! Wskaz liczbe naturalng k, dla ktérej granica

. V49 +1—n'
lim

n—00 nk

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnig. Oblicz warto$¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na roznice kwadratow przepisujemy wystepujace pod znakiem gra-
nicy wyrazenie w postaci niezawierajacej w liczniku réznicy wyrazen zblizonej wielkosci,

a nastepnie dzielimy licznik i mianownik przez n®:

VB +1—n" In® 41
lim - = lim =
n—00 n n—oo nk . ( 7’L14 + 9n9 +1+ 7’L7>
. 9+4n~9
= lim .
neoo k=2 (V1495 +n T+ 1)
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Dla k=2 otrzymujemy

lim 9+n~? 9+0 9
n=0o T4 0o tnB+1 VI+0+0+1 2
Odpowiedz: Przy k=2 granica jest réwna 9/2.
Uwaga: Liczba k=2 jest jedyna liczba spetniajaca warunki zadania. Jednak zgodnie
z poleceniem wystarczyto wskazaé k, bez koniecznosci uzasadnienia, ze takie k jest tylko
jedno.

195. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica
Ji (o (VT -n))
istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnig. Oblicz warto$¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
2_ 12

+0b

a
Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw w postaci a—b= przeksztatcamy dang

w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:

1
. k. (/7666 11 _ »333)) —_ 1 k. s _
nh—>nolo (n ( n®+1l-n )) _nh—>nolo (n /n666_|_1+n333> _nh—{gm /1666 1 1 4 7333 -

nk k 333

lim
n=00 333 ( T+n- 666+1) n%oo,/1_|_n—666+1

Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 2 przy n dazacym
do nieskonczonosci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy k= 333. Dla k=333 mamy wiec
k—333
n ) 1 1

nk

lim

= lim =—.
n—oo /1 4 =666 4 1 n—=00,/14p—6664 1 2

OdpowiedZ: Dla k=333 dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 1/2.

196. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica
Jiny (- (VT
istnieje i jest liczbg rzeczywista dodatnig. Oblicz wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
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Korzystajac ze wzoru na roznice czwartych poteg w postaci

a®—b? a*—b*
_ph= _
“ atb  (a+b)-(a2+02)

przeksztalcamy dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:

. . 1
Jim. (nk ) ( 4/n888+1—n222>) = lim (nk‘ ({l/nfST-H—kn???) : (\/rﬁT—l—l—an‘l)) =
nk
= i, (Vi T4n222) - (Vs 1+ i) -
k
T e (TS 1) (VT 1)
k—666

= lim

n—00 <, /1+n—888+1) (, /1+n—888+1> )
Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 4 przy n dazacym
do nieskonczonosci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy k= 666. Dla k=666 mamy wiec

k7666 1 1
lim

P ) (Vi) (Ve ) (VT ) 4

OdpowiedZ: Dla k=666 dana w zadaniu granica ma warto$¢ 1/4.

197! Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (\%’LGTW — n222>

istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Oblicz warto$¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na roznice szeScianow w postaci
a’—b3
- a?+ab+b?

przeksztalcamy dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:
k
n
lim <v3 nb66 4 nk — n222> = lim 273 73 =
n—00 n—00 (n666 —l—’flk) +n222 (n666 +nk) —|-7”L444
pk—444

a—

= lim .
=0 (] ke 666)2/3+(1+nk—666)1/3+1
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Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 3 przy n dazacym
do nieskoriczonosci (o ile k < 666), natomiast licznik jest réwny 1, gdy k =444.
Dla k=444 mamy wiec

y k—a44 y 1 1
11m = 11m = —,
n—>oo<1+nk—666)2/3+(1+nk—666)1/3+1 ”_“’O(1—|—n*222)2/3+(1—|—n*222)1/3+1 3

Odpowiedz: Dla k=444 dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 1/3.

198! Oblicz granice
lim (\/ n4+6n3 —n? — 3n) :

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na réznice kwadratow w postaci
a’—b?
aTo= a+b

otrzymujemy

nt+6n — (n%+3n)
lim (Vn*+6n3—n?—3n)= lim (Vn*+6n3—(n?+3n)) = lim =
n—>oo( ) n—>oo( ( )) n—oo /n4+6n3 _|_n2+3n
o n*46nd—n*—6n°—9n? . —9n? . -9 9
= lim = lim =lim —————=——
n=oe\/nt46n34+n2+3n noeo /b 6nd 402 43n o 1484143 2

OdpowiedZ: Dana w zadaniu granica ma warto$¢ —9/2.
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199! Oblicz granice

4
. Vn2t4nll —nb
lim -

n—oo
(\/ n?4+nll— n12>

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
Stosujac na poziomie mianownika wzér na réznice kwadratéow w postaci
2 b?
_a
a+b ]
a na poziomie licznika wzor na réznice czwartych poteg w postaci
4 b4
a
a—b= ,
(a®>+b%)-(a+0)
otrzymujemy
Y2 Il _ b
lim =
n—00 (, /n2d it _n12>k
. nt VB a2\ "
= 111m . =
neoo( /n2d il +n12) . <‘4/n24+n11+n6) nll

= lim n”’ . Vitn P41 k_
e (VI B1) - (VItn B+ 1) n-t B
(VIFnB+1)" T

— hm . =

n=500 (m+1>.(m+1> n=k
(VitnB41)" b 2 s

— lim T2 o ,
n=00 (\/1+n*13—|—1) : (\4/1—1—71*13—1—1) 2.9
oile k—7=0, czyli k=7.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma warto$¢ 32 dla k=7.
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200! Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktorej podana granica istnieje i jest dodatnia
liczba rzeczywista. Podaj wartos¢ granicy dla tej wartosci parametru k. Jezeli odpowiedz
jest liczbg wymierng, podaj ja w postaci utamka nieskracalnego lub liczby catkowite;j.

a) ALI&(?%“(ZL)):UG dla k=-3

b) lim (n )):1/24 dla k=-4

. (21
c) lim [n"- 4 =2/3 dla k=-4

2 2
d) lim (nk<n+ )):4/15 dla k=-5

n—0o0 5
2 2020
e) T}Lrg@(n“(”% )):4/45 dla k=6

)) =1/8 dla k=-4

h) lim

f) Jim (nk(
g) (n |

) =4/3 dla k=-6

j) lim (nk (@)) =1/72 dla k=-6
(5)
k) lim (nk( )) =2/3 dla k=-8

dla k=-12
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