Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Kolokwium nr 1: éroda 16.10.2024, godz. 8:30-10:00, material zad. 1-94.

Zadania do oméwienia na é¢wiczeniach
w poniedziatek 14.10.2024.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

2. Liczby wymierne i niewymierne.

59. Czy istnieja takie liczby naturalne m,n > 1, ze log,,n=13/7 7

60. Niech n bedzie liczba naturalng. Majac do dyspozycji nawiasy, n, liczby catkowite
oraz znaki 4+,—,-,: i J/ zapisz liczbe niewymierna dodatnia mniejsza od %

OszusTwo 61.
ZADANIE: Dowies¢, ze liczba /3 — V8—1+/2 jest niewymierna.
Rozwigzanie I:

Liczba —4/2 jest niewymierna. Takze liczba 1/3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

V3 —v/8—1/2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie II:

Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba /3 — /8 — /2 jest wymierna i

oznaczmy ja przez w. Wtedy
w=13-v8—2
w+V2=1/3-V8

w? +2V2w+2=3-2v2
2V2(w+1) + (w—1)(w+1) =0
Dzielagc ostatniag rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V/2+w—1=0,

co stanowi sprzeczno$¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci
jest liczbg niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwiazania sa poprawne?

62. Liczby a i b s dodatnie i niewymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczba
a—+b jest niewymierna?

63. Liczby a+0b, b+c i c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze liczby
a, b, ¢ s§ wymierne?

64. Liczby a+0b, b+c¢, c+d i d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnioskowaé, ze
liczby a, b, ¢, d sg wymierne?
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20 przykladow.

Odpowiedzi, ktorych poprawnosci nie da sie uzasadnié¢ elementarnie,
uznane.

Podaj przyktad takiej liczby rzeczywistej x, ze
65. 0 <x <1 oraz x jest niewymierna,

66. V5 < <+/6 oraz x jest wymierna,

67. 22 i 2° sy niewymierne, ale ° jest wymierna,
68. 2% i 2% sy wymierne, ale 2° jest niewymierna,
69. (r+1)? jest niewymierna,

70. x jest niewymierna, ale m—l—% jest wymierna,
71. z jest niewymierna i 2% jest niewymierna,
72. 243" jest liczba niewymierna,

73. 27 43" jest liczba wymierna,

74. logy,x +loggx jest liczbg niewymierna,

75. logy,x +logsx jest liczbg wymierng,

76. logyx -logsx jest liczbg niewymierna,

77. logyx -logsw jest liczba wymierna,

78. 2% +log,x jest liczba catkowita dodatnia,

79. 2% +log,x jest liczba niewymierna,

80. x+log,x jest liczba wymierng niecatkowita,
81. zV2 jest liczba wymierng niecatkowita,

82. 12 jest liczba niewymierna,

83. log,(1+x) jest liczba wymierna,

84. log,(1+x) jest liczba niewymierna.
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Zadania do samodzielnego przeanalizowania. Maja podane rozwigzania i be-
da omawiane na ¢wiczeniach tylko w miare wolnego czasu — prosze umieé
wskazaé¢ zadania, ktérych rozwigzania chcecie Panstwo zobaczy¢.

85. Dowies¢, ze liczba log,s;75 jest niewymierna.
86. Niech
a=2%.31.6""  oraz  b=2%.3%2.6%.

Rozstrzygnac, czy liczba log,b jest wymierna czy niewymierna.

9
87. Dowies¢, ze liczba log(3/2) <8) jest niewymierna.

5
88. Dowies¢, ze liczba log, 5 (8) jest niewymierna.

89. Dowies¢é, ze liczba v/2+ /3 jest niewymierna.

90. Dane sy takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby a+b-+c oraz a?+b*+c? sa
wymierne. Dowies¢, ze liczba ab+ bc+ ca jest wymierna.

91. Podaé przyklad takiej liczby rzeczywistej dodatniej = # 1, ze liczba log, (x4 10)
jest wymierna.
Wskazéwka: Zatoz, ze log, (z + 10) jest rowne tak dobranej konkretnej liczbie wymiernej,
aby dato sie wyliczy¢ x.

Uzasadnié poprawnosé podanego przykladu, np. przez wyliczenie wartosci log, (z+ 10).

92. Poda¢ 4 przyktady liczb rzeczywistych dodatnich = # 1, dla ktérych liczba
log,, (z+120)

jest wymierna.
Wsk.: Najpierw rozwiaz poprzednie zadanie lub zapoznaj sie z jego rozwigzaniem.

Uzasadni¢ poprawno$é¢ podanych przykladéw, np. przez wyliczenie wartosci log,, (x4 120).

93. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n > 2, ze liczba

Zlog2logk(l€ +1)

k=2
jest wymierna.

94. Dowies¢, ze liczba logg,150 jest niewymierna.
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