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42. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalneJ n >4 zachodzi réwnosé
4 n 5 . n+1
4 4

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

Rozwigzanie:

1° Dla n =4 mamy

oraz

()

Zatem dana w zadaniu rownos¢ przyjmuje posta¢ 1 =1, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n > 4 bedzie takg liczba naturalng, ze

()7 ()+ 0 G)=(15)

Wykazemy, ze woéwczas

()G 6 () (7)-(157)

Wychodzac od lewej strony powyzszej rownosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
otrzymujemy

I 4 i 5 . 6 - n n n+1 B n—+1 . n+1 B n—+2 _p
4 4 4] 77 \4 4 ]\ 5 4 )\ 5 ) "~
Powyzej wykorzystaliSmy wzor

@ ’ (szJ - (TZ: 11 )

Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n > 4.

dla m=n+1 oraz k=4.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu rownosé zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 4.

43. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé
1+2+3+4+5+6++ n—1 1 1

3 21 91 273 651 1333 (n—1)4+(n—-1)2+ T2 2-(nP—n+1)"
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
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1° Dla n =2 mamy

1
L=-=
3
oraz 1 1 1
P=-—-=_.
2 6 3

Zatem dana w zadaniu réwno$¢ przyjmuje postaé¢ 1/3 =1/3, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n > 2 bedzie takg liczba naturalng, ze

1 2 3 4 5 6 n—1 1 1

37 01 e e 3 T ) (121 2 2-(P—n+1)
Wykazemy, ze wowczas
1 2 3 4 5 n—1 n 1 1
37 0l e T e T e i (=124l e+l 2 2. (P4ntl)’

()
gdzie wykorzystalismy tozsamos$é¢ (n+1)>—(n+1)+1=n’*+n+1.
Wychodzac od lewej strony réwnosci () 1 korzystajac z zatozenia indukeyjnego otrzy-
mujemy

L—l—l-g—l-i—{—i—ki—l— + n—1 + n —
321 91 273 651 7 (n—1)44+(n—12+1 nien241
_} 1 n n _} 1 n n B
2 2-(n?—-n+1) ni+n241 2 2-(n2—n+1) (n2—n+1)-(n24+n+1)
1 n?+n+1 n 2n B
2 2-(n2—n+1)-(M24n+l) 2-(n2—n+1)-(n2+n+1)
1 n?—n+1 1 1

DO |

S 2-(n2—n+1)-(n2+n+1) 2 2-(n2+n+1)
Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n > 2.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu réwnosé zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 2.

44. Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych k& <n spetniajacych
rownanie
n n
k- = )
()= ()
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Stosujac wzor na warto$¢ wspotezynnika dwumianowego otrzymujemy

<Z>:kﬂ(gikﬂ oraz (kil)z(k+1ﬂ£2—k—1ﬂ’

co po wstawieniu do rownania danego w zadaniu prowadzi do

n! n!

Kl(n—k)! (k+1)!-(n—k—1)!
To z kolei daje kolejno réwnowazne postaci tego rownania:

k

k B 1
kl(n—k—=1D!(n—k)  Kk-(k+1)-(n—k—1)!"
ko1
(n—k)  (k+1)’
k-(k+1)=n—Fk,
k-(k+1)+k=n,
kK +2k=n. (M)

Zatem réwnanie dane w tresci zadania jest réwnowazne rownaniu (#). Stad wyni-
ka, ze rozwigzaniem tego réwnania jest kazda para (k,n), gdzie k jest dowolng liczba
naturalng oraz n = k2 + 2k.

45. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2. 1)2-(2 1
Ppotastiy  4ptcl (n+ 1)0 (2n+ ).

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowoéd indukcyjny.
1° Dla n=1 lewa strona dowodzonej nierownosci ma wartos¢ 1, a prawa 12/10=6/5.
Zatem dana w zadaniu nieréwno$¢ przyjmuje posta¢ 1 < 6/5, jest wiec prawdziwa.
2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze
n?-(n+1)%(2n+1)

14+24 434+ +nt< 5 .

Wykazemy, ze wowczas
(n+1)*-(n+2)*-(2n+3)

2t 430t (1)t < 0 : (%)

Wychodzac od lewej strony nieréwnosci () i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
otrzymujemy

n?-(n+1)%-(2n+1)
10

L=1"4+2'+3"+ . +n*+(n+1)< +(n+1)'=
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(n+1)?
10

(n+1)2
10

A(n?-(2n+1)+10- (n+1)%) = - (20%+n?+10n* 4+ 20n+10) =
_ (n+1)? 3 2
= - (2n®+11n%+20n+10) .
Z kolei prawa strone nieréwnosci (é) mozemy zapisa¢ jako
1)%. 2)2.(2n+3 1)
P:(n+ )" (n+2)°-(2n+ ):(n—i— ) -(n+2)*-(2n+3)=
10 10
(n+1)?

= (n—lkol)z : (n2+4n+4) ‘(2n+3) =

~ (2n3+8n2+8n+3n2+12n+ 12) —

(n+1)?
10

-(2n3—|—11n2—|—20n+12) .

Stad otrzymujemy
(n+1)?
10
co konczy dowdd drugiego kroku indukeyjnego.

(n+1)2

L< - (20%+ 1104200+ 10) < (2n®+110%+20n+12) = P,

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

46. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieré6wnosc
2
(n+1)-< ”) >4m,
n

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

Dla n=1 mamy (n+1)- (277) =4 oraz 4" =4, a zatem dana w zadaniu nieréwnosc¢
przyjmuje postac¢ 4 >4, jest wiec prawdziwa.

Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

(n+1)-<2:> >4

2n+2

Chcemy wykazaé, ze

n+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy

( +2)‘<2n+2>_(n+2)(2n+2)!_(n+2)(2n)!(2n+1)(2n—|—2)_
" ntl) "+t altntDnl(n+l)

B (2n) (n+2)2n+1)(2n+2) N (2n) 2(n+2)(2n+1)
=(n+1) <n> Dz -t (n) (1) (n+1)
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2(n+2)(2n+1)
(n+1)(n+1)

>4". > 4" 4 =4

o ile udowodnimy, ze
2(n+2)(2n+1)
(n+1)(n+1)
Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
2(n+2)(2n+1)>4(n+1)(n+1),

(n+2)(2n+1)>2(n+1)(n+1),
2n% +5n+2>2n% +4n+2,
n=0,

a to jest prawdziwe dla dowolnej liczby naturalnej n.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n.

47. W miejsce kropek wstawi¢ jeden ze znakow >, <, a nastepnie dowiesé, ze dla
kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowodd indukcyjny.

1° Dlan=1 mamy (n+2)- (2:) =3-2=6 oraz 3-2>""! =3.2=0, a zatem obie strony
nierownosci maja te samg warto$c¢. Tak wiec dana w zadaniu nieréwnos¢ jest prawdziwa
bez wzgledu na wyboér kierunku nieréwnosci.

2° Niech teraz n bedzie takg liczba naturalnag, ze

2
(n—|—2)-< ”) ......... 3.9 1
n

gdzie w powyzszej i wszystkich wystepujacych dalej nierownosciach w miejscu kropek
nalezy konsekwentnie wstawi¢ wybrany znak nierownosci. Checemy wykazaé, ze

(n+3)‘<2n—|—2>

n+1
Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(n+3) <2n+2) (n+3)(2n+2)!  (n+3)(2n)!(2n+1)(2n+2)
n .

n+1)  (n+D(n+1) nl(n+1)nl(n+1)
B 2n\ (n+3)2n+1)(2n+2) 2n\ 2(n+3)(2n+1)
_<n+2>.<n>. Er T —(n+2)'<n>- o)
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......... 3.1 2AB)EnAD) g ooty g et
(n+2)(n+1)
o ile udowodnimy, ze
2(n+3)(2n+1) 4
tDmtl) :
Powyzsza nieréwnosé jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
2(n+3)2n+1)......... 4(n+2)(n+1),
(n+3)2n+1)......... 2(n+2)(n+1),
2n*+Tn+3......... on’+6n+4,
Meennenn 1

Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony dla wszystkich n > 1, o ile w miejsce
kropek wstawimy znak >.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej nierownos¢ dana w zadaniu, uzupetniona
znakiem >, zostata udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.

48. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2
(n+3)- ( ”) >7.4771,
n

Rozwigzanie:

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowod indukcyjny.

1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukcyjny) Dla n =1 mamy

(n+3)-<2:>:4-2:8

74 =74"=7,

oraz

a zatem dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje postaé 8 > 7, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

(n+3)-<2"> > 74771,

n

Chcemy wykazaé, ze

2n+2
4). 74",
(n+4) <n+1>>
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Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(n+4) <2n+2> (n+4)2n+2)!  (n+4)(2n)!(2n+1)(2n+2)
n .

n+l) (n+D)(n+1) n!(n+1)n!(n+1)
e (B) DD () 20
> 7-4“—1-2221431;%131) ST 4" 4 =T A"
o ile udowodnimy, ze 2 +4)(2n+1)
(n+3)(n+1)

Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
2(n+4)(2n+1)>4(n+3)(n+1),
(n+4)(2n+1)>2(n+3)(n+1),
2n2+n+8n+4>2 <n2 —|—n—|—3n+3) ,
2n?+8n+6,
2.

on?+9n+4

\VARR

n

Drugi krok indukcyjny zostatl wiec przeprowadzony tylko dla n > 2.

Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nierownosc¢ dla n = 2.
Sprawdzenie dla n =2 okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku indukcyjnego.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym) Dla n =2 otrzymujemy
4
5- <2> =5-6=30>28="7-4".

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nierownosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n > 2, a ponadto na poczatku rozwigzania wyko-
nalismy bezposrednie sprawdzenie dla n=1.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =2 nie wydaje sie wymagac wiele pracy, jednak brak $wiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnosdci
2(n+4)(2n+1)

(n+3)(n+1)
W rozwigzaniu pojawi sie ostra nieréwnosé
2
(n+4)(2n+1) o,
(n+3)(n+1)

(®)
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to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n > 2. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n = 3.

49. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2
(n+4)- ( ”) S 92t
n

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukeyjny.
Dla n=1 mamy (n+4)- (2:) =10 oraz 22" =8, a zatem dana w zadaniu nier6wnos¢

przyjmuje posta¢ 10 > 8, jest wiec prawdziwa.
Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze

2
(n+4)- ( n) > 22+l
n

Chcemy wykazaé, ze

2n+2
(n+5)- ( nt ) o g2n+d
n+1
Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci otrzymujemy
(n+5) <2n+2> (n+5)(2n+2)!  (n+5)(2n)!(2n+1)(2n+2)

n+l) - -

C (n+D!(n+1)! nl(n+1)nl(n+1)

B (2n\ (n+5)2n+1)(2n+2) (2n) 2(n+5)(2n+1)
=(n+d) <n> e Y <n> (it a)(n+1)
ont1 2(RF5)2n+1) _ onir , aonds
A oy R
o ile udowodnimy, ze
2(n+5)(2n+1)
(n+4)(n+1)

Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna niero6wnosci
2(n+5)(2n+1)>4(n+4)(n+1),
co kolejno przeksztalca si¢ do
(n+5)(2n+1)>2(n+4)(n+1),
2n?+11n+5>2n*+10n+38,
czyli n > 3.

Drugi krok indukcyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 3.
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Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nierownosé dla n =2
oraz n=3. Sprawdzenie dla n =3 okazuje sie przejmowac role pierwszego kroku induk-
cyjnego, a sprawdzenie dla n =2 weryfikuje dowodzong nieréwnos¢ w przypadku, ktory
dotad nie zostal sprawdzony, ani tez nie wynika z dowodu indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy

4
6- <2> =36>32=2".
Dla n =3 otrzymujemy

7- (g) =7-20=140>128=2".

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a ponadto wykonaliémy bezposrednie sprawdze-
nie dla n=1 oraz dla n=2.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje si¢ wymagac¢ wiele pracy, jednak brak $wiadomosci
koniecznos$ci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.

Jesli zamiast nieréwnosci
2(n+5)(2n+1) <

(n+4)(n+1)

pojawi si¢ nierownosé
2(n+5)(2n+1)
(n+4)(n+1)
to w konsekwencji drugi krok indukeyjny zostanie przeprowadzony dla n > 3. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nieréwnosci dla n=4.

>4, ' Y

50. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2
2
n- ( n) ;342n—1.
n

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

2
2
L:1~<1> =1.22=4

P=4"""1=4"=4.

Rozwigzanie:

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 4 > 4, jest wiec prawdziwa.
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2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze

2n\ >
n<n> > g1 (&)
Wykazemy, ze wowczas zachodzi nieréwnosé
2
2n+2
(n+1).<n+1> >42n+1' (<>)

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (é) mozna zapisaé jako
on\ > @n)\*  ((2n))? ((2n)))?

n- =n- =n- —= 3 -
n n!-n! (n!) (n—1)!-(n!)

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci ({») i korzystajac z zatozenia indukcyjnego (&)

otrzymujemy

B (m+2\" . (@nt2))* . (2n))*-(2n+1)2-(2n+2)*

L=(m+1) <n+1> = (1) (n+1))? =+ (n—1)!n-(n))*- (n+1)4
((2n)1)? 2n+1)2-(2n+2)2  ((2n)))?  (2n+1)2-2?

— 2 (1) — . >
(n—1)!-(n!)® (n+1) n-(n+1)4 (n—1)!-(n)® n-(n+1)
> 421, 4-(2n+1)° S g2l 2 24l _ p
n-(n+1) ’
o ile udowodnimy, ze
4-(2n+1)?
4@+l o (©)
n-(n+1)

Nieréwnosé (Q) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
4-2n+1)*>4%n-(n+1),
(2n+1)*>4-n-(n+1),
An?4+4n+1>4n®+4n,
120,

a zatem nieréwnos¢ (V) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

Tym samym udowodnili$my, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nieréwnosci (&) wynika
nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

51. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

<2n+2> <
n
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Rozwigzanie:

Sposob I:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

()

P=4'=4.

1° Dla n =1 mamy

oraz

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postaé¢ 4 <4, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

2n+2
( ) < 0
n
Wykazemy, ze wowczas zachodzi nieréwnosc¢
2n+4
< 4n+1 )
< n+1 > (©)

Zauwazmy najpierw, ze lewa strone nieréwnosci (é) mozna zapisaé jako
2n+2 (2n+2)!
< n ) :n!-(n+2)! '
Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci ({») i korzystajac z zalozenia indukcyjnego (&)
otrzymujemy
2n+4 (2n+4)! (2n+2)! (2n+3)-(2n+4)
- <n+1 ) Tt +3)! nl-(n+2)! (n+1)-(n+3)

2n+3)-(2n+4)

n (
<4 (n+1)-(n+3)

<4 4=4"1=P,

o ile udowodnimy, ze
(2n+3)-(2n+4)

(n+1)-(n+3)
Nierownos¢ (Q) jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
(2n+3)-(2n+4)<4-(n+1)-(n+3),
(2n+3)-(n+2)<2-(n+1)-(n+3),
2n*+Tn+6 <
0

2n?+8n+6,

N

n,
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a zatem nieréwnos¢ (Q) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Tym samym udowodnilismy, ze dla kazdej liczby naturalnej n z nier6wnosci (&) wynika
nieréwnosé ().

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

Sposob 11:

Idea rozwigzania:
Wykazemy, ze lewa strona dowodzonej nieréwnosci, czyli liczba (2”+2) jest suma czte-

rech liczb wystepujacych w 2n-tym wierszu trojkata Pascala (rozszerzonego do dolnej
pétplaszczyzny umownymi zerami). Z kolei prawa strona dowodzonej nieréwnosci jest
sumg wszystkich wyrazéw tego wiersza. Poniewaz wyrazy trojkata Pascala sg nieujem-
ne, suma kilku wyrazéw jednego wiersza nie przekracza sumy wszystkich wyrazéw tego
wiersza.

Rozwigzanie wlasciwe:
Korzystajac ze wzoréw

) e 0
)G ()22
()L () )

—%( >\Z< > (1+41)* =2 =47,

k=n—2
co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Uwagi:
Dla n =1 sktadnik (nzfQ) = (31) jest legalny i ma wartosé 0.

2n
. , . . . . . 2
Podobnie, poprawnym, cho¢ moze nieco dziwnym sposobem zapisania sumy >, ( ,?)
k=0

> (¥)

k=—o00

jest

Jesli ktos sie brzydzi rozszerzaniem tréjkata Pascala przez wypelnienie dolnej pot-
plaszczyzny zerami, moze po prostu sprawdzi¢ prawdziwo$é dowodzonej nieréwnosci dla
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n=1, a dalszg cze$¢ rozumowania przeprowadzi¢ dla n > 2 jak wyzej, bez koniecznosci
odwolywania sie do wyrazow rozszerzonego trojkata Pascala réwnych 0.

52. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
<2n+2> (15)”
>\ — .
n 4

Zamierzamy przeprowadzi¢ dowod indukcyjny.

Rozwigzanie:
1° (w tej chwili wydaje nam sie, ze jest to pierwszy krok indukcyjny) Dla n =1 mamy
2n+2 4
()= ()=
n 1
(7 =(9) -7
4) \4/) 47

a zatem dana w zadaniu nieréwnosé przyjmuje postaé 4 > 15/4, jest wiec prawdziwa, gdyz
4=16/4.

oraz

2° Niech teraz n bedzie takg liczba naturalna, ze
2n+2 - ( 15 > "
n 4)
2n+4 ( 15 ) el
>\ — .
n+1 4

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy

<2n+4> (@44 2n+2)!2n+3)(2n+4) (271—1—2) (2n+3)(2n+4)
n+1 (n+1)(n+3)

Chcemy wykazaé, ze

(n+D!(n+3)!  nln+1)(n+2)(n+3)

(8 gt (8 - ()

n

o ile udowodnimy, ze
(2n+3)(2n+4) b

(n+1)(n+3) ~ 4~
Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom:
4(2n+3)(2n+4) > 15(n+1)(n+3),
4(4n®+14n+12) > 15(n? +4n+3) ,

16n? 4+ 56n+48 > 15n% +60n+45,
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n*—4n+3>0,
(n—1)(n—3)>0,
co jest prawda dla wszystkich liczb catkowitych n # 2.
Drugi krok indukcyjny zostal wiec przeprowadzony tylko dla n=1 oraz n > 3.

Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nierownos¢ dla n = 3.
Sprawdzenie dla n = 3 okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku indukcyjnego. Spraw-
dzenie dla n =2 nie jest konieczne, gdyz drugi krok indukcyjny zostal przeprowadzony
takze dla n =1, dowodzac tym samym implikacji 7'(1) = T'(2), gdzie T'(n) jest dowodzo-
na nieréwnoscia. Jednak bezposrednie sprawdzenie danej w tresci zadania nieréwnosci
dla n =2 moze by¢ uznane za prostsze, niz powotywanie si¢ na mini-dowdd indukcyjny
dziatajacy dla n < 2.

1° (to okazuje sie by¢ pierwszym krokiem indukcyjnym w dowodzie dla n>3) Dla
n =3 dana w tresci zadania nier6wnos$¢ przyjmuje postac:

(5> (%)
3 4 )
co jest kolejno réwnowazne nieréwnosciom:
153
56 > el
5664 > 15°,

28-128 > 3%.5%
28128 >27-125,

a ta nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz czynniki w iloczynie po jej lewej stronie sa wicksze
od odpowiednich czynnikéw po stronie prawe;j.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nierownos¢ zostata udo-
wodniona w jednym dowodzie indukcyjnym dla kazdej liczby naturalnej n > 3, a w drugim
dowodzie indukcyjnym dla n < 2.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =3 nie wydaje sie wymagac wiele pracy, jednak brak $wiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.
Jesli zamiast nieréwnosci

(2n+3)(2n+4) - 15
(n+1)(n+3) ~ 4

W rozwiazaniu pojawi sie ostra nierownosé
(2n+3)(2n+4) 15

(n+1)(n+3) ~ 4~ y
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to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n > 3. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nierownosci dla n=4.

53. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

o () () <o (2) (),

<5n> . <4n> _ (5n)!  (4n)! _ (5n)!
n 2n)  nl-(4n)! (2n)!-(2n)!  n!-(2n)!-(2n)!
<5n> ‘ <3n> (5n)!  (3n)! _ (5n)!
2n n (2n)!-(3n)! n!-(2n)!  nl-(2n)!-(2n)!°

on 4dn on 3n
() G) =) G
Wobec tego dana w tresci zadania nieréwnos¢ upraszcza sie do nieréwnosci
V25 < V271,
jest wiec prawdziwa jako nieréwnosé 25 < 27 podniesiona obustronnie do dodatniej pote-
gi 1/n.
Uwagi

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

oraz

skad

Poniewaz obie strony dowodzonej nieréwnosci maja postac¢ iloczynowa, a iloraz wigk-
szej do mniejszej maleje wraz z n, nie wydaje si¢ mozliwe udowodnienie implikacji 7'(n) =
T(n+1), gdzie T'(n) jest nieréwnoscia z tresci zadania, w inny sposob niz poprzez bez-
posrednie udowodnienie nastepnika bez odwolywania sie do zalozenia o prawdziwosci
poprzednika. Tym samym kazde zastosowanie indukcji jest albo btedne (dowdd udal sie
dzieki btedom rachunkowym), albo lipne (mimo ubrania dowodu w szate indukcji, i tak
dana nier6wnosé jest dowodzona bezposrednio).

54. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
265'n<2n+271 )
Rozwigzanie:
Dowod nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.
Przypadek pierwszy: n <64.

Dla n < 64 zachodza nieréwnosci
265‘n<265'64:265'26:271 <2n+271 ’
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skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 65.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =65 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.65,
P=26542" =965 96.965 — 965 4 64.965 —65.2%
skad L=P.
2° Niech n > 65 bedzie taka liczba naturalna, ze
205 p < 2m 4 2™

W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazacé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nierownosé

265‘(77/_*_ 1) <2n+1+271 ]

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 65 otrzymujemy

L:265.(n+1):265‘n+265<2n+271+265<2n+271+2n:2n+1_’_27lzp7

co konczy dowdd indukeyijny.

55. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
o2 <2n> S <4n> .
n 2n
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n=1 mamy L =8 oraz P=6, skad L > P.

Rozwigzanie:

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalng, ze
o2 <2n> S <4n> .
n 2n
2n+42 dn+4
22+, > :
( n+1 ) 2n+2 (&)

Wychodzac od lewej strony rownosci () 1 korzystajac z zatozenia indukeyjnego otrzy-
mujemy

Wykazemy, ze wowczas

L — 22n+2 .

(2n+2)! (2n)!-(2n+1)-(2n+2) _ o, <2n> 8:(2n+1) -

((n+201) ()17 =
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n+1 ((%)!)2 n+1

4n\ 8-(2n+1)  (4n)! 8-(2n—|—1)>
<2n>. .

2 7 =
(2n))"- (2n+1)2-(2n+2)2 (2n+2)!)
o ile udowodnimy, ze

8-(2n+1) - (An+1)-(4n+2)-(4n+3)- (4n+4)

n+l = (2n+1)2-(2n+2)2
Przeksztatcanie nier6wnosci (©) prowadzi do kolejnych nieréwnosci réwnowaznych:

8-(2n+1) - 2-(4n+1)-(4n+3)
n+l = (2n+1)-(n+1)
(4n+1)- (4n+3)
2n+1
4-(2n+1)?> (4n+1)- (4n+3),
16n°+16n+4> 16n>+16n+3,
120,

S (4n)!- (4n+1)-(4n+2)- (4n+3)- (4n+4) (4n+4)! <4n+4>zp7

“\2n42

@)

Y

4-(2n+1)>

Y

a zatem nieréwnosé (©) jest prawdziwa dla kazdej liczby n.
Drugi krok indukecyjny zostal wiec przeprowadzony dla kazdego n naturalnego.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nierownosé zostata udo-
wodniona dla kazdej liczby naturalnej n.

56. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
328'n<3n+331 )
Rozwigzanie:
Dowdéd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.
Przypadek pierwszy: n <27.

Dla n < 27 zachodza nieréwnosci
3%.n<3%.27=3%.3 =31 <3"+ 3%
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 28.
Przeprowadzimy dowo6d indukcyjny.

1° Dla n =28 poréwnujemy lewsq i prawa strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=3%.28,
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P=3%4+31=3%427.3%=28.3%
skad L= P.
2° Niech n > 28 bedzie taka liczbg naturalna, ze
3%.n <3 3%,

W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nierownosé

3% (n+1) <3" 437

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieré6wnosci n > 28 otrzymujemy

L=3%(n+1)=3"n+3" <3"+3 +3° 3" +37 +3"=2.3"+3% <
<33n+331 :3n+1+331 :P,
co konczy dowdd indukeyjny.

57. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
6n 4dn 6n 3n
(o) () <o () (2
<6n> ‘ <4n> _ (6n)! (4n)! (6n)!
2n n) 2n)l-(4n)! nl-(3n)! nl-(2n)!-(3n)!
<6n> ‘ <3n> _ (6n)! (3n)! (6n)!
3n n ) (3n)!(3n)! “nl (2n)!  n!-(2n)!-(3n)!’

) ()= ) C2)

Wobec tego dana w tresci zadania nieréwnos¢ upraszcza sie do nieréwnosci

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

oraz

n<n+1,
jest wiec prawdziwa.
Uwagi

Poniewaz obie strony dowodzonej nieréwnosci maja postac¢ iloczynowa, a iloraz wiek-
szej do mniejszej maleje wraz z n, nie wydaje sie mozliwe udowodnienie implikacji T'(n) =
T(n+1), gdzie T'(n) jest nier6wnoscia z tresci zadania, w inny sposéb niz poprzez bez-
posrednie udowodnienie nastepnika bez odwolywania sie do zalozenia o prawdziwosci
poprzednika. Tym samym kazde zastosowanie indukcji jest albo btedne (dowod udal sie
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dzieki btedom rachunkowym), albo lipne (mimo ubrania dowodu w szate indukcji, i tak
dana nier6wnosé jest dowodzona bezposrednio).

58. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

() g

n+1” 2

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowdd indukeyjny.

) _2_

Dla n =1 mamy

n+l 2
oraz
3n—t 1
2 2’
a zatem dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje postaé
1
1>—,
2

jest wiec prawdziwa.
Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

2n n—1
@ > 37 )
n+1 2
Chcemy wykazaé, ze
2n+2 n
(n+1 ) > 37
n+2 = 27
Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(r7) (2n+2)!  @)!2n+1)@2n+2)
n+2  (n+D!n+D!In+2) nl(n+Dn!(n+1)(n+2)

2n

(
() @n+neEn+2) (0) 20n+1) N
(

(n+1) (n+1)(n+2) (n+1) (n+2)
3n-t ‘ 2(2n+1) S 3nl ' 3
(

> 3=—
2

n+2) = 2 2’

o ile udowodnimy, ze
2(2n+1) Sg

(n+2) =
Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna niero6wnosci
2(2n+1) > 3(n+2),
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co kolejno przeksztalca si¢ do
In+2>3n+6,

czyli n > 4.

Drugi krok indukcyjny zostatl wiec przeprowadzony tylko dla n > 4.

Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nierownosc¢ dlan =2,
n=3 oraz n=4. Sprawdzenie dla n=4 okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku
indukcyjnego, a sprawdzenie dla n=2 oraz n=3 weryfikuje dowodzona nieréwnos$¢ w
przypadkach, ktore dotad nie zostaty sprawdzone, ani tez nie wynikaja z dowodu induk-
cyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy

4
6 3 3t
3 3 2 2
Dla n =3 otrzymujemy
Q:@:5>f:372
4 4 2
Dla n =4 otrzymujemy
8
§_m_, 7 ¥
) 5 2 2

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 4, a ponadto wykonaliémy bezposrednie sprawdze-
nie dlan=1, n=2 oraz dla n=3.

Uwagi:

Sprawdzenie dla n =4 nie wydaje sie wymagac wiele pracy, jednak brak $wiadomosci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.
Jesli zamiast nieréwnosci

2(2n+1)
—— >3
(n+2) =
pojawi sie nierownosé
2(2 1
M 3, PN
(n+2)

to w konsekwencji drugi krok indukcyjny zostanie przeprowadzony dla n > 4. Tym samym
konieczne bedzie takze sprawdzenie dowodzonej nieréwnosci dla n=5.

Chociaz nie jest to od razu widoczne, ani tez nie jest istotne dla tego zadania, liczby

T S8 catkowite. Chcesz wiedzie¢ wiecej? Poszukaj hasta Liczby Catalana.
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