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565. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
—_— tg 51 —arctg 4 —_—.
T <arctg 51 —arctg 49 < 1201

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg x
na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby c € (49, 51), ze
arctg 51 —arctg 49=(51—49)- f'(¢)=2- f'(c).

Poniewaz 1
, p—
f (x) - .Z'Q + 1 I
z nieréwnosci 49 < ¢ < 51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1

- - < arctg 51— arcte 49 — < - -
1301 2602 512+1 ATCEE 0L mAICe 9= 51 49241 2402 1201°

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

566. Udowodnié¢ nieréwnosci
1 1
—<In9—-In&8< —.
g S HITHeSY

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkeji f(z)=In x na prze-
dziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 9), ze
In9—In8=f'(c).
Poniewaz

1
.f/ (‘T) = ; ;
z nieréwnosci 8 < ¢ < 9 otrzymujemy

1 1 1
§ < 1n9—1n8:f'(c):E < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

567. Udowodnié¢ nieréwnosci

1 1
— 13— —.
34<arctg 3 arctg8<13

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctgx
na przedziale [8, 13] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 13), ze
arctg 13 —arctg 8= (13—8)- f'(c)=5-f'(c) .
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Poniewaz )
/ -
fe) =
z nieréwnosci 8 < ¢ < 13 otrzymujemy
1 5 5 5 5 5 1
< arctg 13 —arctg 8= < — =

347170 132+1 241 8211 65 13’
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.
568. Udowodnié¢ nieréwnosé

arctg 6+arctg 12 < arctg 7+arctg 10.

Rozwigzanie:
Sposdb I (oficjalny):

Podana nieréwnos¢ moze by¢ przepisana w postaci

arctg 12 —arctg 10 < arctg 7 —arctg 6.
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej zastosowanego do funkcji f(x) = arctgx
na przedziatach [6, 7] oraz [10, 12] wynika istnienie takich liczb c€ (6, 7) oraz d € (10, 12),
ze
arctg 7—arctg 6 = f'(c).

oraz
arctg 12 —arctg 10=2- f'(d) .
Poniewaz |
/ =
F@)= g
z nieréwnosci 6 < ¢ < 7 oraz 10 < d < 12 otrzymujemy odpowiednio
1 , 1 1
50 < arctg?—arctg6:f(c)zcz+1 < 37
oraz
2 < tg 12 tg 10=2- f'(d) 2 < 2
— arc —arc =2- =— —.
145 s & &1 T 101
W konsekwencji
tg 12 1:10<2<2 1< tg 7 tg 6
arc —arc — < —— = _— <arctg 7—arc
& &S T01 S 100 50 S MYE S

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Sposob II (rachunkowy):
Niech
f(z) =arctg (64 x) +arctg (12 — 2z)

bedzie funkcja, ktora dla x=01 z=1 przyjmuje wartosci rowne odpowiednio lewej i prawej
stronie dowodzonej nierownosci. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy, ze funkcja f
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jest rosnaca na przedziale (0, 1), a do tego wystarczy wykazaé¢ dodatniosé jej pochodnej
na tym przedziale. Mitosnicy rachunkow bez trudu stwierdza, ze

() 1 N -2 2% — T2z +71
xXr)= = —
(6+2)2+1 (12—22)2+1 ((6+x)2+1)-((12—22)2+1)
22% —dr — 687 +2+68+1 2:-(r—1)2+68-(1—x)+1

(6+2)2+1)-((12—22)2+1) ((6+x)2+1)-((12—2x)2+1)"
co wobec dodatniosci ostatniego wyrazenia dla x <1 konczy rozwigzanie zadania.

Sposdb I (wymaga znajomosci pewnej sztuczki):

Skorzystamy z tego, ze arctg x jest argumentem liczby zespolonej 1+ix oraz z faktu,
ze przy mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty sie dodaja.

Wobec tego arctg 6+ arctg 12 jest argumentem liczby

18
(1+6i)-(1+12@'):1+18i—72:—71+18z’:71-<—1+71-7L> ,

natomiast arctg 74 arctg 10 jest argumentem liczby

17
(1+7z’)-(1+10i):1+17z’—702—69+17z'=69-(—1+69-z’> .

Zatem lewa i prawa strona dowodzonej nieréwnosci sa rowne odpowiednio argumentom

liczb

—1+§-i oraz —1—1—1—7-2'.
71 69
Wobec tego dowodzona nieréwnos¢ jest rownowazna nierdwnosci
18 17
71769

ktora mozemy wykazaé nastepujaco:
8 18 1 17 17

T1°72 4 6869

1 1
Uwagi: Poniewaz argumentem liczby zespolonej —1 + 1 = — <1 1 z) jest liczba

4

faktycznie udowodniliémy nieréwnosci

1 s T
m—arctg | — :W—(E—arctgél) :§+arctg4,

arctg 6+arctg 12 < g+ arctg 4 < arctg 7+ arctg 10.

Zwroéémy tez uwage, ze postepujac podobnie jak powyzej, strony dowodzonej nierow-
nosci mozna zapisac jako:

arctg 6+ arctg + arctg +-arctg
¢ ¢ 2 ¢ 18 2 ¢ 18
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oraz

tg 7+arctg 10—~ +arctg [ 02 ) = T 4+ arctg (44 —
arctg 7-+arctg 10= o +arctg | 1 | = 5 +arctg 7

Metodami podobnymi do powyzszych mozna udowodni¢ nierownosci rownowazne da-
nej w zadaniu nieréwnosci:

2 2 1
arctg 12 —arctg 10 = arctg (121> < arctg (86) =arctg (43) =arctg 7—arctg 6,

1 4 4
arctg 12 —arctg 7 =arctg (17> = arctg (68) <arctg (61) =arctg 10 —arctg 6

oraz

7
arctg 12 —arctg 10 —arctg 74 arctg 6 = arctg <1041) >0.

569. Udowodnié¢ nieréwnosé

26 - earctg 5 < 25. earctg 7

Rozwigzanie:
Dowowdzona nieréwnos¢ po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje
postaé
In 26 +arctg 5 <In 25+4arctg 7,
co mozna przepisa¢ jako
In 26 —In 25 < arctg 7—arctg 5 .

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci §redniej zastosowanego do funkeji f(x)=In x na prze-
dziale [25, 26] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (25, 26), ze

In 26 —1In 25= (26 —25)- f'(c) = f'(c).
Ponadto z twierdzenia Lagrange’a zastosowanego do funkcji g(z) = arctg  na przedzia-
le [5, 7] wynika istnienie takiej liczby d € (5, 7), ze

arctg 7—arctg 5= (7—"5)-¢'(d)=2-¢'(d) .

Poniewaz

1
/ —
Iw)=-
oraz )
, —
g (I’) - IL'2+1 )
z nierownosci 25 < ¢ < 26 oraz 5 < d <7 otrzymujemy odpowiednio
1 1 1
— In26—1In25=f'(c)=- —
55 < n26—1In25= f'(c) . < o
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oraz 12 2 2 1
— = tg 7—arctg5=2-¢'(d) = —— =—.
95 50 - Arctsf—arcly 9= 5 2% 13

W konsekwencji

1
In 26—ln25<2—5<arctg 7—arctg 5,

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

570. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
fla)= Yo+,
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)l<|e—y|.
Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia La-
grange’a o wartosci sredniej wynika rownosé

[f (@)=l =1f(e)l-lz =yl
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiagzanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnosé

|f'(z)] <1,
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:

X xXr
(zm+m) YT ()T (g ) U

T (m—1)/m
- < ‘ ) <1,
4T

T—1 m—1 B ("Eﬂ)(ﬂ—_l)/ﬂ

1 _
F@)] = | @+ m) e

co konczy rozwigzanie zadania.

571. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem

f(x)=+v1022+9000 .

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé
[f (@)= f)l<le—y|.
Rozwigzanie:

Dla z =y dowodzona nier6wno$c¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia La-
grange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= f W= )]z =yl ,
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gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

|f'(z)l <1,
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia || < 10 prowadza do:
, 10z 10- |x| 10 10 10 10
/(@) = = = < = =—=1,
V1022 +9000| /1022 +9000 \/1O—|—92# \/10+ 9100020 V10490 10

co konczy rozwigzanie zadania.

572. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z)=+vbx24125.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé
[f (@)= f)l<2-]e—y|.

Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nieréwnosé jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia La-
grange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
|f (@)= fW)l=1f ()| lz—yl,
gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

|f(2)]<2.
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia || < 10 prowadza do:
DT o+ |x ) ) 5t )
|f/([)j)| — 5 — 2| | — o < o = = :27
VHz2+125]  /br2+125 \/5—1-72 \/5_1_@ V6,25 2.5

co konczy rozwigzanie zadania.

573. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
flz)=v222+2.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fy) <lz—yl.
Rozwigzanie:

Dla z =y dowodzona nier6wno$¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia La-
grange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= fWI=1F )]z =yl ,
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gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—1, 1] zachodzi nier6wnosé
|f(2)| <1.
Dla =0 powyzsza nieréwnosé jest oczywista wobec f'(0)=0, a dla x #0 bezposrednie
wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 1 prowadza do:
2 2

@) =| s !Z 2ol _ 2 2 _2_2_,
V2rz+2|l VaaP+2 2+ 2 2+ E VA 2

co konczy rozwigzanie zadania.

574. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
flz)=vVx?249.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé
4
(@)= fW)I< o le =yl

Rozwigzanie:
Sposob I:

Nalezy udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rOWnos¢é

‘\/x2—|—9—\/y2—|—9‘ <§~|x—y| .

Przeksztalcamy lewa strone dowodzonej nieréwnosci:

‘\/x2+9—,/y2+9‘:‘\/x2+9—\/y2+9‘.\/x2+9+\/y2+9 =

Va2 +9+2+9
|22 — 3’| [z +y
~ /2 2 =lz—yl- 2 2 :
Va2 +9+/y>+9 Va2 +9+/y>+9

Dowdd danej w tredci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢
|z +y 4
< =
VI2+9+vy2+9 5
ktora jest rownowazna nierownosci
4
lz+y| < ' (\/x2—|—9+\/y2—|—9) .

Powyzsza nieréwnos¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnosci trojkata, wykorzystujac
rowno$é x| =v/a? oraz uwzgledniajac nieréwnosei 22 < 16 i y* < 16:

922 1622 9y?  16y?
< =2ty = o = <
lz+y| < |z|+]y] 2+\y $ o + o —i—J 5% + 55
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9-16 1622 9-16 16y> \/16 \/16
< — 2 2
J 25 25 +J ST 25 (22 49)+ 25 *+9)=

::-<\/x2+9+\/y2+9>.

Sposob I1:
Dla x =y dowodzona nieréwnosé¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f(@)=FW =11 ()]l =yl

gdzie c lezy miedzy z i y. Rozwigzanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

@<
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
B 2z r | |z
@)= ’2 Va2+9| V2?49l Va?+9’

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla x =0, natomiast dla = # 0 mozemy kontynuowaé

oszacowania:
o Y . | o 11 4
Va9 VP49 145 T 1+ (f25/16 5

575. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem
1
flx)= e
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

F(@) - fy) < 4

Rozwigzanie:
Sposob I:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nierow-
nosci x, y = 4:

1f(z)—f(y)|= 1_31|_ yt—at _ |z —y|- (23 + 2%y +2y* +9°) _
xt gyt riyt iy
w2y ay Y 1111
bl (G St S i) = (et <
1111 - L X
<le—yl (prptats) -l p=l—vlg=lr—vl 5.
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co konczy dowod danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych x, y > 4.

Yyt —

4

Nieco inna postac oszacowan:
11 [z —yl|-(z+y) - (2*+y°) z+y 2’ +y°

|f(x)_f(y)|: 4 = 4, 4 :|ZE—y| T 3.3

'y Yy Ty -y

o (5 2) () {322) (o)
Y Ty Ty x3y3  adys Y Yy x zyd | xdy)

IL'4 y4
<loyl AN ) |2 2_| |1__| | 1
SEEYA Ty ) g ) T g T Y g T T e

Sposob 11:

Dowodzona nieréowno$¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla z # y stosu-
jemy do funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej. Na mocy tego twierdzenia
istnieje taka liczba ¢ pomiedzy z i y, a wiec spelniajaca nierownosé ¢ > 4, ze

JC(I)_JC(?/)’_’]N(C”_ -4 :£<£:izi
T—y S| S 45 44 2567
co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

576. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=In (e‘U—e’z) :

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
[f(2)=fy)l<lz—yl.

Rozwigzanie:

Pomingwszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej
wynika réwnos¢
[f (@)= fW)l=lz=yl-|f ()],
gdzie c jest pewna liczba lezaca pomiedzy z i y.
Wystarczy wiec wykazacé, ze | f'(x)| <1 dla kazdej liczby rzeczywistej x, co dowodzimy
nastepujaco:
et —e "

B |€x_€7z| o |6$|+|_€71| B ez_’_efz
- eT e 7 = et e 7 _eaz+€—az

|f'(z)] =

577. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=1In (1:2—1—1) :
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
(@)~ () <Jo—y]

Rozwigzanie:
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Dla z =y dowodzona nier6wno$c¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia La-
grange’a o wartosci sredniej wynika rownosé

|f (@)=l =1f(e)l- ]z =yl
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiagzanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieré6wnos¢

[f(2)| <1.

Bezposrednie wyliczenia potaczone z wykorzystaniem nieréwnosci miedzy srednimi
geometryczng i arytmetyczng prowadza do:

F@l=| |- Va1

2
.1‘2 1 41
CO kOflCZY rozwi@zanie zadania.

<1;

2

578. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
flz)=a"=3 |z +1]
na przedziale [—2, 2] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

rz+1 dla ze[-1, +00)
lz+1| =
—r—1 dla x€(—o00, —1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
; r?—3x—3 dla ze[-1,2]
€Tr)=
?+3x+3 dla ze€[-2,—1)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—2, 2] jest dana wzorem
) 20—3 dla ze(-1,2)
fz)=
2043 dla ze(-2,-1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej istnienia
— wystarczy dotgczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé funkceji
f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku = € (—1, 2) réwnanie f'(x) =0 sprowadza sie do réwnania 2z —3 =0,
co ma rozwiazanie z = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 2).

2° W przypadku z € (—2, —1) réwnanie f'(z)=0 sprowadza sie do 2x+3 =0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1).
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Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

f(=2)=1,
f(=3/2)=3/4,
f(=1)=1,
f(3/2)=—21/4=-5,25,
f2)=-5.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejsza row-
na —21/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1 w punktach —2 oraz —1.
579. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(zx) :x+‘a:2—6‘
na przedziale [—4, 3] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

‘x2—6‘:{ 2>—6 dla x€ (—oo, —\/B}U[\/é, +oo)
—22+46 dla z€ (—\/6, \/6)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r+22—6 dla z¢€ [—4, —\/é]u[\/é, 3}
f(ac):{ r—x2+6 dla xe(—\/é, \/6)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, 3] jest dana wzorem
) — { 1422 dla ze(—4, —V6)U(V6,3)
1—-2x dla z¢€ (—\/6, \/6)

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—4, —\/6> U <\/6, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza sie do réwnania
1422 =0, co ma rozwiazanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru

(=4, —v6)U(V6, 3).
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2° W przypadku z € (—\/6, \/6) réwnanie f'(z)=0 sprowadza si¢ do 1—2x =0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6>

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 1 v/6.

J(-4)=6.
7 (—vE) =G,
f(1/2)=6,25,
7 (VB) =G,
f(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza row-
ng —v/6 w punkcie —/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 = 25/4 w punkcie 1/2.

580. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
f(x) :x+‘$2—x—6‘
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2?—r—6=(r—3) (2+2).
Stad
‘xQ_I_E),‘_ ?—x—6 dla z€(—o0, —2]U[3, +00)
| —2*+2+6 dla ze(-2,3)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
72 —6 dla xe€[-5, —2]UI3, 5]
f(z)= 2 _
r*+2x+6 dla ze(-2,3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—5, 5] jest dana wzorem
)= 2x dla xze€ (=5, —2)U(3, 5)
| 2242 dla ze(-2,3)
W punktach —2 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
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1° W przypadku x € (=5, —2)U(3, 5) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza sie do 2x=0, co ma
rozwiazanie x = 0, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (=5, —2)U(3, 5).

2° W przypadku x € (—2, 3) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do —2x+2=0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, 3).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —51i 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —2 i 3.

f(=5)=19,

f(=2)=-2,
f)=1,
fB3)=3,
f(5)=19

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —2 w punkcie —2, a warto$¢ najwieksza rowna 19 w punktach —5 i 5.

581. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é¢ funkeji f okreslonej wzorem
flo)=2"— V42 +4r+1
na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

20+1 dla z€[-1/2, +00)

VAr2 +4x+1=/ = =
iy (2o 1) =201 { —2rx—1 dla z€(—o00, —1/2)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—2x—1 dla z€[-1/2, 3]
fx)—{ 2?2 4+2zx+1 dla ze€[-3,-1/2)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—3, 3] jest dana wzorem
20—2 dla ze(—1/2,3)
f/<$):{ 2042 dla ze(-3,-1/2)

W punkcie —1/2 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktow, w ktérych obliczymy wartosé
funkcji f.
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Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1/2, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do rownania 2z—2=0,
co ma rozwiazanie z = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/2, 3).

2° W przypadku z € (=3, —1/2) réwnanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do 2x+2=0, co ma
rozwiazanie x = —1, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, —1/2).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —11 1,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/2.

f(=3)=4,
f(=1)=0,
f(=1/2)=1/4=0,25,
f)=-2,
f3)=2

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejsza row-
ng —2 w punkcie 1, a warto$¢ najwieksza rowna 4 w punkcie —3.

582. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
flx) =V922+61+1—2°
na przedziale [—2, 3] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
F@)=V922+6x+1—2%=\/(3x+1)2—2* =3z +1| —2?
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
3z+1—2* dla z€[-1/3, 3]
fle)= { —3r—1—2* dla xe€[-2,-1/3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—2, 3] jest dana wzorem
() = { 3—2z dla ze(—1/3,3)
—3—2z dla ze(-2,-1/3)
W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnieé, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé

funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
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1° W przypadku x € (—1/3, 3) réwnanie f’(z)=0 sprowadza sie do 3—2x =0, co ma
rozwiazanie x = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 3).

2° W przypadku z € (-2, —1/3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do —3—22=0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 i 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 i 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

f(=2)=1,
f(=3/2)=5/4,
f(=1/3)=~1/9,
f(3/2)=13/4,
f3)=1.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
ng —1/9 w punkcie —1/3, a warto$¢ najwieksza réwna 13/4 w punkcie 3/2.

583. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(zx) :3x+‘x3—9x}
na przedziale [—4, \/1_0} oraz podac, w ktorych punktach te wartosci sa osiaggane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
?—9z=(z—-3)-x-(2+3).

Stad
)x?’ —9:1:’ [ 2*=9z  dla x€[-3,0]U[3, +00)
S| =2+ 9z dla z€(—o00, —3)U€ (0, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

)= 23 —6x dla xE[—S,O]U[?), \/E]
YT P +120 dla x4, —3)Ue (0, 3)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, vV 10] jest dana wzorem

J() = 32—6  dla 2z€(-3,0)U(3, V10)
T 322412 dla ze(—4, —3)U€ (0, 3)
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W punktach —3, 0 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (-3, 0)U (3, \/E> réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 3x% =6,
co ma dwa rozwiazania x = 4+/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie z = —v/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (-3, 0)U (3, \/ﬁ>

2° W przypadku z € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 3z% =12,
co ma dwa rozwigzania x = +2, z ktorych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e konce przedziatu: —4 i \/1_0,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 01 3.

F(=v2) = (—v2) +6-v2=-2-v2+6-v2=4-V2€(4,8), bo V2e(1,2),

f(V10) = (V10)* = 6-v10=10-v10—6-VI0=4-v10 € (12, 16), bo VI0€ (3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza row-
nag —9 w punkcie —3, a wartos¢ najwieksza rowng 16 w punktach —4 i 2.

584. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx) =20+ Vat—9822+ T4
na przedziale [—11, 9] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
f(@) =22+ vzt —9822 + 74 = 204/ (22 — 49) :2x—|—‘x2—49
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
20+2%—49 dla ze[-11, -T]UI[7, 9]

()= { 20 —2*+49 dla xe(-7,7)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—11, 9] jest dana wzorem

o _{ 242z dla ze(—11, -7)U(7,9)

2—2¢ dla ze(-7,7)

: (1)

(2)

(3)
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W punktach £7 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej ist-
nienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktow, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (=11, =7)U(7, 9) réwnanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do 2+2x =0,
co ma rozwigzanie x = —1, ktére nie nalezy do rozwazanego zbioru (—11, =7)U(7, 9).

2° W przypadku x € (=7, 7) réwnanie f'(x) =0 sprowadza si¢ do 2—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (=7, 7).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —111 9,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —7 1 7.

f(—=11)=50,

f(=T)=—14,
f(1)=50,
J(7) =14,
f(9)=50

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —14 w punkcie —7, a wartos$¢ najwieksza réwnag 50 w punktach —11, 11 9.
585. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(22+1)

f(x):ﬁ—TjLarctg:c

osiaga najmniejsza i najwieksza wartosé na przedziale [9, 11].

Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat réznicy:

. 1 102z 1 r?+1 20 99
fllx)=—— + = — +
99 99-(22+1) a2+1 99-(224+1) 99-(22+1) 99-(z2+1)
r?—=20x+100  (z—10)?
T 99 (22+1) 99 (22+1)7

przy czym w ostatniej nieréwnosci réwnos¢ zachodzi tylko dla x =10. Poniewaz w intere-

sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktorym ma wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga wartos¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.
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Uwaga: Na ogét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedynie
poréwnalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie po-
chodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalkulatora,
mamy bowiem:

1 10-In82

10 10-In101
10)=—— —— 10~1,1 4
f(10) 99 99 +arctg 10~1,105964 ,

1 10-In122
f(ll):§—971;+arctg 11~1,105993 .

586. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81
r)=——-=+Inx
osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy:

9 8 1 1 9 81 422-36z+81 (22—9)°
/ = — _ _—= = — — _— = g > 0
f(z) x2 * 43 + xr v x% 423 43 43 ’
przy czym w ostatniej nieréwnosci réwnos¢ zachodzi tylko dla z =9/2. Poniewaz w inte-
resujgcym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,

w ktérym ma wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga wartos¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 4, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 5.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badalibyémy znaku pochodnej, a jedynie
porownalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie po-
chodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalkulatora,

mamy bowiem:
207
4)=—+Ind~ 4
f(4) 128+n 3,00348 ,

£(9/2) = ;+1n (9/2) ~ 3,00408,

279
=—+Ilnbx 444
f(5) 200—1—1r15 3,00

Lista 12R - 256 - Strony 239-275



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

587. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptlaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwod drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekrdj ptaszczyznag zawierajaca wspdlng os ob-
rotu stozka i walca. Jaka najwiekszg objeto$¢ moze mieé walec?

Rozwigzanie:
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego wysokoscia. Jezeli walec ma wy-
x
sokosé x € (0, h), to jego podstawa ma promien 7 - (1 — —), co ustalamy na podstawie

h
prostych rozwazan geometrycznych.

Wowcezas objetos¢ walca jest rowna

V(x)zw-x-ﬁ-(l—%)

2

Zauwazmy, ze

lim V(z)= lim V(x)=0,

r—0t z—h—

a ponadto

(-8 (1-2)

Wobec tego V'(x) =0 dla x =h/3, co prowadzi do maksymalnej objetosci walca réwnej
h h/3\° w-her? 4 4
V(h/3)=m-—-r*[1- = =
(hf3)=m-5r ( h ) 3 9 9

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy z podanego w tresci zadania zatozenia, ze sto-
zek ma objetos$¢ 1=mr?h/3.

Odpowiedz: Najwicksza mozliwa objetosé walca wynosi 4/9.
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588. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y=01iz=1
oraz parabolg o réwnaniu y =22 chcemy wpisa¢ prostokat jak na rysunku obok.
Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym
na paraboli.
Woweczas pole prostokata jest réwne

P(a)=(1—a)-a*=a*—a’.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—
a ponadto
P'(a) =2a—3a*.

Wobec tego P'(a) =0 dla a=2/3, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
2 14 4
)-ia
3 39 27
Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 4/27.

Uwaga: Uzywajac odpowiedniej wersji' nieréwnosci miedzy $rednimi geometryczna
i arytmetyczna mozna unikngé¢ rézniczkowania.
Mamy bowiem
a a
2 2’
gdzie otrzymalidémy iloczyn trzech czynnikéw dodatnich o stalej sumie réwnej 1, a taki
iloczyn jest najwiekszy, gdy wszystkie trzy czynniki sa réwne, czyli réwne 1/3.

P(a) = (1—a)-a* = 4 - (1—a)

589. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y=0ix=1
oraz krzywa o réwnaniu y = 2® chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku obok.
Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, a®), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym
na krzywej.
Wowczas pole prostokata jest réwne
P(a)=(1—a)-a*=a*—a*.

x—l—y—l—z.x—i-y—i—z.x—i—y—l—z
3 3 3

1

TYz <
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Zauwazmy, ze

lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—

a ponadto
P'(a) =3a>—4a® .

Wobec tego P’'(a) =0 dla a=3/4, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
p(?’) _ 12 2r
4 4 64 256

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 27/256.

590. Dana jest funkcja f:R — R okrelona wzorem f(x)= v/22+12. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

|z —y|
[f@) = fWI< =5

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

Rozwigzanie:
Rozwigzanie wersji tatwiejszey:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'—b'=(a® =) - (@’ +°) = (a—b)- (a+Db)- (a’+b°) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
4 b4
a
(a+b)-(a2+0%)"

Przyjmujac a= V2Z+12 oraz b= VyZ 412, zauwazamy, ze a+b>0 i przeksztalcamy lewa
strone dowodzonej nieréwnosci:

_ — N2+ 12— iy _ (22412) — (y? +12) _
/(@) f(y”_' T2y +12’ ‘({*/x2+12+ VP F12f Va2 + 124 VP +12)
N 2% — 9|
(VP24 VP F12) (VR 124+ VP 12)
_ [z —yl-|lz+y|
(Va2+12+ V7 +12) - (Va2 + 12442+ 12) |

a—b=

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

oy| < o]+ |yl = Va2 +/y2 < Vi 12+1/y2 + 12,
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skad
|7+

Vo2 +12+/y2+12

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = :
V2124 Yy?+12 ~ V0+12+v0+12  2-v12

Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —yl- |z +y| _
(Va?r 12+ VP 12) - (Va2 T 12+ Vo2 T 12)
1 |z +y|
=lz—y|- 5 4/ S 2 2 =
Vr2+12+ VP12 V2P 124 /3412
oyl — =2yl eyl Jr=yl

v T Vi s e 3
Rozwigzanie wersji trudniejszej:
Pominagwszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢
[f (@) =)l =lz—yl-[f ()],
gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Wystarczy wiec wykazaé, ze | f'(x)| <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Przyjmujac?

x

g@) = @)=

(e)=1f(z) 2-(x2412)%*
otrzymujemy
—1/2
x x
lim ¢g(x lim —— = lim =
25400 ( ) x%ioo 9. (1‘2—1—12)3/4 a—+00 9, (1+12-CL’_2)3/4
Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
1 32

/
)= — .
g () 2. (22412 4. (22+12)7/*

Rozwiazujemy rownanie na zerowanie si¢ tej pochodne;j:
1 322
2. (w2—|—12)3/4 4. (x2—|—12)7/4 ’
<x + 12)

2W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu, gdyz to pojecie nie pojawilo sie jeszcze
na wyktadzie.
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2-12 =22,
r==+2-V6.

Wyliczamy warto$é¢ funkcji ¢ w miejscach zerowych pochodnej:

g (£2-V) - +2-1/6 jE2~\/6 _i2'\/6_i1

3/4 ar3/4 /32 @
2.(<i2-\/6>2+12) 2:30 26 0

Stad wynika, ze funkcja ¢ przyjmuje najmniejsza i najwieksza warto$¢ odpowiednio
—1/611/6, skad |g(x)| < 1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej x.

591. Dowieéé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwnosé ¥z >+/2.

Rozwigzanie:
Niech f(x)= {/x.
Wowczas L
—Inzx
fie)= g

Zatem f'(z)>0 dla x <e oraz f'(z) <0 dla z>e.

Wobec tego funkcja f jest rosnaca w przedziale [2; e] 1 malejaca w przedziale [e, 4],
a poniewaz f(2) = f(4) = /2, otrzymujemy &z >+/2 dla z € (2, 4).

592. Wyznaczy¢ najwickszg warto$é funkeji f: R — R okreslonej wzorem

f(z)=5sinz —sinbz .

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 27 i rézniczkowalna, wystarczy poréwnac
wartosci funkeji w miejscach zerowych pochodnej znajdujacych sie w przedziale [0, 27).

Skoro

f'(x)=5cosx—5cosbr,
réwnanie f'(x) =0 jest réwnowazne réwnaniu
COST = COS DT .

Poniewaz rownosé
COST = COoSY

jest rownowazna istnieniu liczby catkowitej k i znaku =+ takich, ze

y=2kr+ux,
otrzymujemy réwnanie
Sr=2kr+ux,
czyli
(5F1)-z=2kr.
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Wobec tego
B kir km

2 3
co w polaczeniu z warunkiem x € [0, 27) prowadzi do o$miu miejsc zerowych pochodnej
w jednym okresie.

Sprawdzajac wartosci funkcji f w tych odmiu punktach otrzymujemy:

f0)=0,  f(x/3)=3V3,  f(x/2)=4,  [f(27/3)=3V3,
f(m)=0,  f(n/3)=-3V3,  f(3n/2)=—-4,  f(51/3)=—-3V3.

X

Odpowiedz: Najwieksza wartoéé funkcji f jest rowna 3+v/3.

593. Niech f(x)=4cosx+sindz. Poda¢ wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f
w przedziale [0, 27).

Odpowiedz:
T T 97 7T 137 177 117

10’ 2’ 10’ 6’ 10 ° 10 ° 6

594. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:
16-arctg 74+1n 13 czy 16-arctg 84+1n 10 ?
Wskazéwka 1: Podane liczby sa wicksze od 25, a r6znig sie o mniej niz 0,02 — nie
prébuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(z) = 16arctg x —In (22 +1).
Rozwigzanie:

Rézniczkujac podang we wskazdéwcee funkcje pomocniczg otrzymujemy
16 2z 2(8—1x)
"(z) = - = >0
) »?2+1 2241 2241
dla x <8. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 8]. W szczegdlnosci f(7) < f(8),
skad dostajemy kolejno:

16-arctg 7—In 50 < 16-arctg 8 —In 65,
16-arctg 74+1n 65 < 16-arctg 841n 50,

16-arctg 74+1In 13+1Ind < 16-arctg8+In 10+1In 5,
16-arctg 74+1In 13 < 16-arctg 8+1n 10.

Odpowiedz: Wieksza jest liczba 16 -arctg 8 +1n 10.
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W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwiekszg wartosé funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

595. f(r) =z —22*> 3/8

596. f(z)=4yr—2> 3

597. f(z)=32v/r—2* 48

598. f(z) =4z —272° 1

599. f(r)=32y/x—272°> 16
600. f(z) =4z —1252*> 3/5
601. f(z)=6yz—2> 5

602. f(z)=3yxr—162> 5/4
603. f(z)=8Vr—a* T

604. f(z)=+x—162* 7/16

e

605. Funkcja f:R— R jest okreslona wzorem f(z)=

funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(z))=g(f(z)) =z dla dowolnej liczby rzeczywistej x.
Podaé¢ wzor na pochodng funkeji g. Poda¢ przyktad takiej liczby wymiernej = > 1,
ze liczba ¢'(x) jest wymierna.

. Funkcja g: R — R jest

Rozwigzanie:
Sposob I:
Réwnosé g(x) =y jest réwnowazna réwnosci f(y) =x, czyli
ey — efy
€T =
2
lub inaczej
i3
xr =
2 ) (&)

jesli przyjmiemy ¢t =eY. Przy tych oznaczeniach mamy ¢ >0 i y =1Int. Rozwigzujemy
réwnanie (&) tak, aby wyznaczy¢ t w zaleznosci od x:

2t =1>—1,
t?—2xt—1=0,
t:2xi\/m
—5
t:xi\/l‘Q——H,
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skad wobec t >0 musimy przyja¢ ” £” =" +”. Ostatecznie

t=x+vVr?+l
g(r)=y=In (as—l—\/:t?—l—l) :

Majac jawny wzor okreslajacy funkcje g bez trudu obliczamy jej pochodna:

i w konsekwencji

1+ 2z \/x2+1+ T Vzl4ltx 1
_ 2241 V224l | V2?4l VaZ+1 _

/
I = = p— —_— .
g (@) r+vVr2+1l oz +Ve?+l z+Va?+l a2+l
Jako przyktad liczby wymiernej x> 1, dla ktérej ¢'(z) jest liczba wymierna, przyjmijmy
r=4/3. Otrzymujemy wtedy

J(x) =g (4/3) = —— LS

T /160941 2509 5

Sposéb 11:

Zauwazmy, ze

eY+e Y €2y 4+ 24 o2y €2 Q4 e 2y ey —ev\2
f'ly)= =$ 1 :\J 1 +1:J< 5 )+1:

2
=V (f(y)+1.

Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy
1 1

/ o _ 1 _
Y= T - (flg(@)’+1 VaP+1

W powyzszych przeksztatceniach wykorzystaliSmy rownosé

F)=v(fy) +1

dla y=g(x).
Dla urozmaicenia tym razem jako przyktad liczby wymiernej x > 1, dla ktorej ¢'(z)
jest liczba wymierna, przyjmijmy = =12/5. Otrzymujemy wtedy
1 1 )

= PI= s oz 13

606. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g: R— R zdefinowanej
wzorem g(z) =z°+x. Obliczy¢ f/(0), f/(2) i f/(34).

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji ¢ dana jest wzorem

g (v)=5z*+1.
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Zauwazmy tez, ze

g(0)=0, g¢g(1)=2 oraz g¢(2)=34,

skad odpowiednio
f(0)=0, f(2)=1 oraz f(34)=2.
Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy
1
f(@)= :
RNFTE)
co po podstawieniu kolejno x =0, =2 i z =34 prowadzi odpowiednio do
1 11 1
~g(f(0)) g(0) 50041 1
1 1 1 1

FO= 3Gy "9 5141 6

=1

Y

a1 111
F34) = g(f(34) ¢(2) 52441 81’

Odpowiedz:
1 1
/ ! - / —
ro=1f(2)= ;  oraz 1(34)= o1

607. Niech funkcja f:IR—R bedzie funkcja odwrotna do funkcji g: R— R zdefinowanej
wzorem g(z) =z*+9z. Obliczy¢ f(0), f/(10) i £/(100).
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji ¢ dana jest wzorem
J(z)=32*+9.
Zauwazmy tez, ze
g(0)=0, g¢g(1)=10 oraz g(4)=100,

skad odpowiednio
f(0)=0, f(10)=1 oraz f(100)=4.

Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

1
fl(z)= ;
)
co po podstawieniu kolejno x =0, =10 i x =100 prowadzi odpowiednio do

1 1 1 1

FO=5G0) " 70) 30249 9

1 1

1
g(f(10))  g(1) 3-1249 12
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/ _ 1 1 1

f100)= g(f(100)) ~ g'(4) 3-42+9 57
Odpowiedz:

f’(O):;, f'(10)=112 oraz  f(100) = —

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja ¢;: R — R jest funkcjg odwrotng do funkcji
fi :R— R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci licz-
by calkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji ¢g; w trzech

podanych punktach.

608. fi(z) =24z g1(0)=1 g(2)=1/4 ¢, (130)=1/76
609. fo(z)=2"+x gh(0)=1 gh(2)=1/8 ¢5(130) =1/449
610. f3(z)=2*+5z g (0)=1/5 gh(6)=1/8 95(42) =1/32
611. fu(z)=2"+5z g,(0)=1/5 gi(6)=1/10 9,(42)=1/85
612. f5(z)=2°+2z g(3)=1/5 g5(12)=1/14 g5(72) =1/50
613. fo(z)=2"+4z 96(5)=1/7 95(16)=1/16 95(80)=1/52
614. fr(z) =24 +1 g(3)=1/7 g.(18)=1/25 g.(57)=1/55

W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji g; : R — R funkcja f;: R — R jest
okreslona wzorem

fi(gi(x)) =2 +3x.

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracal-
nego wartos$ci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

615.
616.
617.
618.
619.
620.

g(e)=a* 4246 fl(8)=3/2  f(16)=15/13  f{(36)=15/14
plr)=a*+204+3  f(6)=6/5  f3(15)=15/14  f5(36)=30/29
() =20+ fi(3)=6/T f1(18)=3/5 f1(57)=6/11
ple)=a+o+2  fi(2)=3 fi4)=1 £1(36) = 5/27
gs(x)=a>+20  fi(0)=3/2 1(3)=6/7 71(36)=15/82
Znalez¢ najmniejszg 1 najwieksza wartosé¢ funkeji

B L2020 €$202_0 B L2020 B €$202_0 B
f(x)=arctg|\e® +1 + \e 1 1|+ arctg| Ve~ +1 e 1 1
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na przedziale [10, 50] i okresli¢, w ktérych punktach te wartosci sa przyjmowane. Dopro-
wadzi¢ warto$ci najmniejsza i najwigksza do tak prostej postaci, aby byto wida¢, czy sa
to liczby wymierne, czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg (t —1)+arctg (t — 1)

oraz

h(z) = Ver™™ 4 141/e™™ — 1.

Rozwigzanie:

Funkcja g: (0, +00) — R okreslona wzorem

2
g(t) =arctg (t — 1)+ arctg (t — 1)

ma pochodna
1 —2/t? 1 2
"(t)= + = - =
g(t) (t—1)2+1 (%_1)2_|_1 12 —2t+2 (2—t)2—i—t2

1 2 B 1 1 —0
t2-2t+2 4—4t+212 22-2t+2 2-2t+2
jest wiec stata. Poniewaz

g(1) =arctg 0+arctg 1 = % ,

mamy ¢(t) =m/4 dla kazdego t € (0, +00).
Pozostaje zauwazy¢, ze przyjmujac

r— \/6612020 1 \/6612020 1

otrzymujemy
2 . .
; _ \/6612020 I \/6612020 _1,
skad
us
f@)=g(t)="7.

Zatem f jest funkcja stala rowna /4. W konsekwencji przyjmuje ona na catym rozwa-
zanym przedziale [10, 50] najwieksza (a zarazem najmniejsza) warto$é¢ /4 (niewymierna,
bo 7 jest niewymierne).

621. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 212 —2x—1

fa) = 7
A dla =0

dla z#0
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jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
f(h)—f0) o eREEeERhel g2 9p? —2h—1— AR
! . JNY O JNT) h _
FO=m= =i 2 i -

0

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g,

zastosowac regute de I’Hospitala.

mozemy wiec

2¢2h —4h —2—3Ah?
F(0) = lim 26— 40 =2 =340

h—0 4h3
0

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g,

regute de I’Hospitala.

mozemy wiec po raz drugi zastosowac

4e2h — 4 —6AhR
T
f(0) = lim 1242

0

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g,

regute de I’Hospitala.

mozemy wiec po raz trzeci zastosowac

8e?h —6A
24h '

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 3=%4, co ma postaé nieoznaczong g 0 dla A=4/3. Wéwcezas
mozemy po raz czwarty zastosowac regulq de ’'Hospitala.

16e2» 16 2
(0)=lim — = =%
FO)=lim— = =o=3

f'(0) = lim

6A

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=4/3 i wéwczas f'(0) =2/3.

622. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
1—cosz

f@)=1 e~1-a
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
_ f(R)—=fO) . b A 1—cosh—Aet+ A+ Ah
/ _ _ e _
FO)= i == R n0 hel—h—h?

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0
zastosowaé regute de I’Hospitala.
sinh— Aeh+ A
f'(0)=lim - - )
h~>0 e+ heh —1—2h
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Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

07 mozemy wiec po raz drugi zastosowac

cosh— Ael
im—
h—0 2eh 4+ hel — 2

f'(0)=

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postaé¢ nieoznaczong 8 dla A=1. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowaé regute de l’Hospitala
—sinh—e 1
"0)=lm ————— = ——.
F0)= -0 3eh+het 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1 1 wéwczas f'(0) =—1/3.

623. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywist@ A, ze funkcja f okreslona wzorem
e’ —e** —In(1+x)

()= 2 o7
A dla z=0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
h)— £(0 Sonlh) g e3h —e2h —In(14-h) — AR
R L

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2

0s mozemy wiec
zastosowac regute de I’'Hospitala.

3h 2% 1
3e’ —2e" — oh 2Ah

3h?

%, mozemy wiec po raz drugi zastosowac

7'(0) = lim

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

9e3h — 4e2h 4 —2A
/ _ 1 (1+h)
f1(0)= Jim 6h |
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=3. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.
27e3h —8e?h — 2 17
oY — 1 (I+h)% _
o=l 6 =%

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =3 i wéwcezas f'(0) =17/6.
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624. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze " —In(1+42x)

f(x)= a
A dla z=0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla 240

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
2he~"—1In(1+2h _
£(0) = lim f(h) = f(0) _ I In(le2h) _ 4 i 2he " —In(142h)— AR®
h—0 h h—0 h h—0 h4 )
Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec
zastosowac regute de I’'Hospitala.

— — 2
2e h—2h€ h—m—gA}F

o
F1(0)= Jimy 4h?

%, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

—h —h 4
—4e + 2he + m — 6Ah

/ 7
£(0)=lim 1212

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

—h_ —-h __ 16 _
7(0) = tim o 2~ iy ~04
70 24h '
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz #._GA, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=-5/3.

Wéwcezas mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I’'Hospitala.

o 8T 2he ™ + e 8496 88 11
f(0)=lim = =—="
h—0 24 24 24 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=—5/3 i wowcezas f/(0)=11/3.

625. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e —+1+x

fl@)=¢ In(l+z)
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#£0

Rozwigzanie:
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Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

eh—+/
0 =i LSO S A e VIFR- A (14 h)
h—0 h h—0 h h—0 h-ln (1 + h)

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %,
zastosowac regute de I’'Hospitala.

f(0)

mozemy wiec

h _ 1 A
2-v/14+h 1+h

TRE In(14h)

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 1/207‘4, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=1/2. Wowcezas
mozemy po raz drugi zastosowac regute de I’Hospitala.

h 1 1/2
v v & T EaameE T e T
f/(0)=lim =-—.
h—0 _1 + 1 8
1+h " (1+h)2

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1/2 i wéwczas f'(0)=7/8.

626. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

x
e’ — eerl

flz)= x?
A dla z=0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla 240

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e _h+1 A
pov o f(R)—f(0) . ESE——A e —elt— AR
0= }ILIE% h - flbli% h h—0 B3 :

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wicc

0
zastosowac regute de I’'Hospitala.
e h_ h+tl
sy €F et —e" T —2Ah
F1(0) = lim e

%, mozemy wiec po raz drugi zastosowac

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone
regute de I’Hospitala.

el 2h e h__ h+1_2A
f’(O):hme et +e” et —e ‘

h—0 6h
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 6_02‘4, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=e/2. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de 1’Hospitala.

. e eeh.63h_{_2.eeh.62h+eeh_62h_‘_eeh‘eh_€h+1_%_26
1(0) =lim =—=—
h—0 6 6 3
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Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=e/2 i woéwcezas f'(0) =2e/3.

627. Dobra¢ takie wartosci parametréw rzeczywistych dodatnich £ i b, aby funkcja f

okreslona wzorem
1—vkx+1

flay=a+ =Y

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest fragment krzywej o rownaniu
1—vVkr+1
y=r+—(75—,
2
czyli

1 Vkr+1
—_ =
Y 9 9 )
a to z kolei jest fragmentem krzywej o rownaniu

1 Vkr+1

- —+
YT 2
Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
1 kx 1
2., .2
9y — -
Yy t+xt+ 1 TYy—y+2x 1 + 1

czyli

4

Powyzsze rownanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotezynnik
przy x bedzie taki sam jak przy y, co prowadzi do warunku

k
-~ =—1
4

k
v 4t — 2oy —ytx- (1—) =0.

spetnionego dla k£ =S8.
Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslong wzorem
1—v8z+1
Pozostaje wyznaczy¢ przedzial, na ktéorym jest ona odwrotna do samej siebie i to
precyzyjnie uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakims fragmentem
pewnej krzywej symetrycznej wzgledem prostej o réwnaniu y = x.
Na krzywa okreslong rownaniem

v 4ot —2ry—y—1=0
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sktadaja sie wykresy dwoch funkeji f,g:[—1/8, oo) — R okreslonych wzorami

1—+/8x+1

fla)y=a+—"
oraz
14++/8x+1
gla) =+

Zauwazmy, ze

(D2 e o)t

Ponadto funkcja g jest rosnaca (a wiec przyjmuje wartosci > 3/8), natomiast wobec?

wnioskujemy, ze funkcja f jest malejaca® na przedziale [—1/8, 3/8] i przeksztalca ten
przedziat na siebie.

Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/8, 3/8] jest okreslony warun-
kami

Y’ +a’ —2zy—y—x=0, z,y<3/8,
a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y =x.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=81 b=3/8.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywa o rOwnaniu
Yy 42’ —2zy—y—r=0

mozemy podzieli¢ na 3 czesci:

e wykres funkcji f na przedziale [—1/8, 3/8] — sktada sie ze wszystkich punktéw krzywej
spelniajacych warunek z,y < 3/8,

e wykres funkcji g na przedziale (—1/8, 0co) — wszystkie punkty na tym wykresie spelniaja
warunek y > 3/8,

e wykres funkcji f na przedziale (3/8, co) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja

3Mniej trikowe jest uzycie pochodnej:

Fla)=1— 2 <0 dla x<3/8
7 /Szr+1 | >0 dla x>3/8

41 rosnaca na przedziale [3/8, oc).
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warunek x > 3/8. Ten wykres jest symetryczny do wykresu funkcji g wzgledem prostej
o roOwnaniu y = x.

628. Dobra¢ takie wartosci parametréw rzeczywistych dodatnich £ i b, aby funkcja f

okres$lona wzorem
flz)=z+1—-Vkz+1

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:
Wykresem funkcji f jest fragment krzywej o rownaniu
y=x+1— Viz+1 )

czyli
y—r—1=—Vkr+1,
a to z kolei jest fragmentem krzywej o réwnaniu
y—xrx—1= +vVEkr+1.
Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
vV 4?4+ 120y —2y+2r=kr+1,
czyli
v 4ot —2ry—2y+a-(2—k)=0.
Powyzsze rownanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotezynnik
przy x bedzie taki sam jak przy y, co prowadzi do warunku
2—k=-2
spetnionego dla k£ =4.
Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslona wzorem

flx)=x+1—V4x+1.

Pozostaje wyznaczy¢ przedzial, na ktorym jest ona odwrotna do samej siebie i to
precyzyjnie uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakims fragmentem
pewnej krzywej symetrycznej wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Na krzywg okreslong rownaniem

Y+ a? =20y —2y—2x=0
sktadaja sie wykresy dwéch funkeji f,g:[—1/4, oo) — R okreslonych wzorami
flx)=z+1—-V4x+1

oraz

g(x)=z+1+v4r+1.
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Zauwazmy, ze

()3 o)

Ponadto funkcja g jest rosngca (a wigc przyjmuje wartoéci > 3/4), natomiast wobec®

fl)= (‘/"”i_l) _i

wnioskujemy, ze funkcja f jest malejaca® na przedziale [—1/4, 3/4] i przeksztalca ten
przedziat na siebie.
Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/4, 3/4] jest okreslony warun-
kami
v A r?—2ry—2y—22=0, 1x,y<3/4,

a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=41 b=3/4.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywa o rOwnaniu
Y +a? =20y —2y—22=0
mozemy podzieli¢ na 3 czesci:

e wykres funkcji g na przedziale (—1/4, co) — wszystkie punkty na tym wykresie spelniaja
warunek y > 3/4,

e wykres funkcji f na przedziale (3/4, co) — wszystkie punkty na tym wykresie spelniaja
warunek x> 3/4 — ten wykres jest symetryczny do wykresu funkcji g wzgledem prostej
o réwnaniu y =z,

e wykres funkcji f na przedziale [—1/4, 3/4] — sktada si¢ ze wszystkich punktéw krzywej
speliajacych warunek x,y < 3/4.

5Mniej trikowe jest uzycie pochodnej:

Fla)=1- 2 {<o dla x<3/4

Viz+1 | >0 dla 2>3/4
ST rosnaca na przedziale [3/4, o0).
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