Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Kolokwium nr 6: sroda 15.01.2025, godz. 8:30-10:00, material zad. 1-628.

12. Pochodna funkcji — zastosowania.

Zadania do oméwienia! na éwiczeniach
w czwartek 19.12.2024, poniedziatek? 9.01.2025 i poniedziatek 13.01.2025.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

565. Udowodnié nieréwnosci

1 1
— tg 5l — te 4 —_—
1301 <arctg 51 —arctg 49 < 1201

566. Udowodnié¢ nieréwnosci

1<19 18<1
— nJ—in —.
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567. Udowodnié¢ nieréwnosci
1 1
31 <arctg 13 —arctg 8 < TR

568. Udowodnié¢ nieréwnosé

arctg 6+ arctg 12 < arctg 7+ arctg 10.

569. Udowodnié¢ nieréwnosé

26 - earctg 5 < 25. earctg 7

570. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
f(z)= Vo,
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z, y zachodzi nierownosé

[f (@)= fy)l <lz—y].

571. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z) =+v102249000.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f (@)= fy) <[]z —y|.

1Zadania podobne do wczesniejszych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.
2Miejcie, prosze, to na wzgledzie:
Poniedzialek w czwartek bedzie.
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572. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
flz)=+vbx24125.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f (@)= f)l <2 —y|.
573. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem

fla)=v2z212.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé

[f(@) = f)l<le—y|.

574. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
flx)=vax?+49.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

£~ )l < 5 le—yl

575. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem
1
flx)= g
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
@) = fy)I < g

576. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem
f(z)=In (em +e_m) :
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)l<|z—yl.
577. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem
f(x)=In (mz—l—l) :
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[f (@) =) <[]z—y|.

578. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
fla)=a®=3-Ja+1

na przedziale [—2, 2] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
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579. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$é¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x+‘az2—6‘
na przedziale [—4, 3] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
580. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
f(x) :x+‘x2—x—6‘
na przedziale [—5, 5] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
581. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okre$lonej wzorem
flr)=2"— V42 + 4z +1
na przedziale [—3, 3] oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
582. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) =V922+ 61 +1—2°
na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
583. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
flz)=3z+ ‘x?’ - 9x}
na przedziale [—4, \/ﬁ] oraz podac, w ktorych punktach te wartosci sa osiggane.
584. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
flx) =22+ Vat—9822+T74
na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

585. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja f zdefiniowana wzorem

r  10-In (22 +1)
f(x)—®—T+arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza wartosé na przedziale [9, 11].

586. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].

587. W stozku o objetoéci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptlaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwod drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekrdj ptaszczyznag zawierajacg wspdlng os ob-
rotu stozka i walca. Jaka najwiekszg objeto$¢ moze mieé walec?
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588. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y=01iz=1
oraz parabolg o réwnaniu y =22 chcemy wpisa¢ prostokat jak na rysunku obok.
Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

589. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y=0ix=1
oraz krzywa o réwnaniu y = 2® chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku obok.
Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

590. Dana jest funkcja f:R — R okrelona wzorem f(x)= v/22+12. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nier6wnos¢

|z —y|
@)= Fl< =5

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

591. Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwno$é /x> V2.

592. Wyznaczy¢ najwiekszg warto$é funkeji f: R — R okreslonej wzorem

f(z)=>5sinz —sinbx.

593. Niech f(z)=4cosz+sindx. Podaé¢ wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f
w przedziale [0, 27).

594. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wicksza:
16-arctg 7+1n 13 czy 16-arctg 84+1n 10 7

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a r6znig sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x)=16arctg x —In (2% +1).
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W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwiekszg wartosé funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

595. f(z)=+x—22% ...

596. f(z) =4V —2* ...
597. f(x)=32Vx—2* ...
598. f(z)=4yx—270* ...
599. f(x)=32yx—272* ...
600. f(z)=4yx—1252" ...
601. f(z)=6yx—2® ...
602. f(r)=3yx—162> ...
603. f(r)=8Vz—a* ...
604. f(r) =z —162* ...

T —x

c”—¢€

605. Funkcja f:R — R jest okre$lona wzorem f(z)=
funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(z))=g(f(z)) =2 dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Poda¢ wzor na pochodng funkcji g. Poda¢ przyktad takiej liczby wymiernej x > 1,
ze liczba ¢'(x) jest wymierna.

606. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R— R zdefinowane;j
wzorem g(z) =z°+x. Obliczyé¢ f/(0), f'(2) i f/(34).

607. Niech funkcja f:R—R bedzie funkcjg odwrotna do funkcji g:R— R zdefinowanej
wzorem g(z) = z*49z. Obliczyé¢ f(0), f/(10) i £/(100).

. Funkcja g: R — R jest

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g; : R — R jest funkcja odwrotng do funkcji
fi :R— R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci licz-
by calkowitej lub ulamka nieskracalnego warto$ci pochodnej funkcji ¢g; w trzech
podanych punktach.

608. fi(z)=a"+x g0)=...... gi(2)=...... g, (130)=......
609. fo(z)=2"+u gh(0)=...... Bh2)=...... gh(130)=......
610. f3(z)=2"+5z gh0)=...... gh6)=...... g5(42) = ......
611. fi(z)=2"+5z gi(0)=...... gi6)=...... gi(42)=......
612. f5(zx)=2°+2z @B =...... gs(12)=...... gs(72)=......
613. fo(z) =2°+4az ga(5)=...... gs(16) = ...... ga(80)=......
614. fr(z)=22"+2 g3)=...... g(18)=...... g(5T)=......
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W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkeji ¢; : R — R funkcja f; : R — R jest
okreslona wzorem
fiQ%(x))::x3%—3x.
W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracal-
nego warto$ci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

615. gi(z) =2°+2+6 f18)=..... £116)=..... £1(36)=.....
616. gy(z)=2°+22+3 2(6)=..... fr(d5)=..... £3(36)=.....
617. gs(z) =22+ f3)=...... f08)=...... fBT) =
618. gu(z) =2 +x+2 f@2)=..... @)= ... F1(36)= .....
619. gs5(z) = 2"+ 2z foy=...... fl3)=...... f136)=......

620. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartosé funkcji

12020 2020 2020 2020
e e e e
f(z)=arctg| e +1 + Ve —1 — 1|+arctg|\e” +1 — \e& -1 —1

na przedziale [10, 50] i okresli¢, w ktérych punktach te wartosci sa przyjmowane. Dopro-
wadzi¢ warto$ci najmniejsza i najwigksza do tak prostej postaci, aby byto widaé, czy sa
to liczby wymierne, czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg (t—1)+arctg (t — 1)

oraz

2020

h(z)= \/e“fg”mO —1—1+\/e€”” —1.

621. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 212 —2x—1

flz)= o
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#£0

622. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—cosz dla 20
f@)=1 e ~1-a
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
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623. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
3 —e** —In(1+x)

fz)= ?
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej warto$ci parametru A.

dla z#0

624. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze™" —In (14 2x)

fa)= =
A dla z=0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

625. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e —1+zx

flz)= In(1+2)
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartodci parametru A.

dla z#£0

626. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

xT
e’ — ex—i—l

flz)= x?
A dla z=0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

627. Dobra¢ takie wartos$ci parametréw rzeczywistych dodatnich £ i b, aby funkcja f

okres$lona wzorem
1—+Vkx+1
fla) =t

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

628. Dobra¢ takie wartosci parametréw rzeczywistych dodatnich £ i b, aby funkcja f

okres$lona wzorem
flz)=z+1—-Vkz+1

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

Lista 12 - 62 - Strony 56—62



