Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

487. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(x)=+v/z2+1.
Uwaga: Nie wolno uzywaé reguty de I’Hospitala lub w inny sposéb omijaé bezposrednie korzystanie z definicji

pochodnej. Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwéch zadan.
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na réznice kwadratow otrzymujemy:
_ 701221 2 _ .2
(y—2)-(y+x) ok yteo _
im =lim =
y_’x(\/y2—|—1—|-\/x2—|—1)-(y—x) =3 P 1V + 1
B T+ 2
VTRV 2V T Va4l

488. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzér na pochodna funkcji f
okreslonej wzorem f(z)= {/x na przedziale (0, +00).
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzor na roéznice czwartych poteg otrzymujemy:
f’(x):limM:hm <1/g_é/izlim vy
s TR TR ) ()
1 1 1 1

= i) (Vi vh) (e V- (atva) ) G 4 e

489. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodna funkcji f
okreslonej wzorem f(x) = v/a¥+1.
Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz pieciokrotnie wzor na réznice kwadratéw otrzymujemy:
_ a/.8 _ Y8
f/@_%%f(yy)_i(x) ~ lim vy +;_;/w +1
8

= lim ys—x
R (VFEF T+ 1) - (VS + T+ Vas +1) - (y )
— m (y—2)-(y+z)-(@*+y°)- (=" +y*) _
(VPR THVS 1) (VST Vas 1) - (y — )
— m (y+z)-(@*+5%) - (=" +y") _
0= (VT VS +1) - (VB + 1+ VaS+1)

Lista 11R - 231 - Strony 231-238



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

B (z+z)- (22 +2?) (a*+2*) B
(Va3 +1+VaS+1) - (VaS+1+ Va¥+1)
B 21222224 B 217
VB 2VaB T (g8 4 1)t

W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka
nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

490. f(x)= Yz f(1)=1/3 f'(8)=1/12 fen=1/27
1 / _ / - _ ! - _
491. f(x):m f1)y=-1/2 f(2)=—8/125 f(3)=—3/250
492. f(z)=In(2"+1)+arctg2 fl(H=1 f'(2)=4/5 f'(3)=3/5
493. f(z)=In(2"+1) f(1)=3/2 f'(2)=4/3 f'(3)=27/28
494. f(x)=arctg(z?) f(=1 f(2)=4/17 f'(3)=3/41
495. f(z)=+24z+1 f(0)=12 f(1)=12/5 f(2)=12/7
496. f(z)= Va2 —z+8 f(-1)=1/6 f(0)=—-1/12 f(1)=1/6
497. f(x):x4_1x2+9 Fl=1)=1/27  fO)=0  f(1)=—1/27
1 / _ / . / _
498. f@):m f(-1)=—1/80  f(0)=1/320  f'(1)=—1/80

499. f(z)=+Bz+1- V72241 Fy=4  f(1)=37/6 £/(3)=303/40

500. Wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych para-
bol: paraboli o réwnaniu y = 22 oraz paraboli o réwnaniu y = 22 — 8x.

Rozwigzanie:
Niech (a, a?) i (b, b*> —8b) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okreglonych wzorami f(x)=z? i g(x)=2?— 8z. Poniewaz f'(r)=2x
oraz ¢'(x)=2x —8, réwnanie szukanej prostej ma jednoczes$nie postaé

y=[f(a)-(x—a)+f(a) oraz y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-z—a* oraz y=(2b—8)-z—b>.

Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te sama prostg, muszg zachodzi¢ réwnosci

20=2b—8 oraz —a’=—b>.
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7 drugiego réwnania otrzymujemy a==+b, a poniewaz pierwsze réwnanie daje b—a =40,
musi by¢ a=—b. Stad b=2 oraz a =—2.
W konsekwencji szukana prosta ma réwnanie

y=—4r—4.

501. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22 + 2 oraz do paraboli o réwnaniu
y = —x%. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, —b?) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okreslonych wzorami f(z)=2z?+2 i g(x)= —x?. Poniewaz

f(x)=2x oraz ¢(z)=-2z,
roOwnanie szukanej prostej ma jednoczes$nie postac

y=[f'(a)-(x—a)+f(a) oraz y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-x—a’+2 oraz y=—2b-z+b>.

Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prostg, muszg zachodzi¢ réwnosci

2a=—-2b oraz —a’+2=0".
7, pierwszego réwnania otrzymujemy b= —a, co po wstawieniu do drugiego rownania

prowadzi do a ==+1 oraz b= F1.
W konsekwencji istnieja dwie fajne proste, a ich réwnania to

y=2r+1 oraz y=-2x+1.

502. Na potrzeby tego zadania prosta nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = x? +2 oraz do paraboli o réwnaniu
y=2x2. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, 2b%) beda punktami stycznoéci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kreséw funkcji okreslonych wzorami f(x)=2z%+2 i g(x)=2z>. Poniewaz
f(x)=2x  oraz  ¢'(x)=4x,
roOwnanie szukanej prostej ma jednoczesnie postac
y=[fa)-(x—a)+fla) oraz  y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-x—a*+2 oraz y=4b-x—20°.
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Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samag prostg, musza zachodzi¢ réwnosci
2a=4b  oraz = —a’+2=-2".

7, pierwszego roéwnania otrzymujemy a = 2b, co po wstawieniu do drugiego rownania
prowadzi do b= =+1 oraz a = =+2.
W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich réwnania to

y=4xr—2 oraz y=—4r—2.

503. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flx)=1+z+2x.

Funkcja g jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:

g(@) = f(ffC fOf()--0))) -
Obliczy¢ ¢' (100).
Rozwigzanie:

Niech f,, bedzie zlozeniem n egzemplarzy funkcji f. Udowodnimy przez indukcje, ze
fal@) = (Va+n)”.
1° Zauwazmy, ze
fila)= @)= (Va+1)".
zatem dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla n = 1.
2° Zaktadajac
fula) = (Va+n)”,

otrzymujemy

@) =1 Gl = (Va0 ) = (VT en) +1) = (vF 1),

co konczy zasadniczg czes¢ dowodu indukeyjnego.

Poniewaz g= flOO;

g'(z)= dd:p (V+ 100)2 =2 (v +100)-
skad ¢/(100) =11.

1 100 100
_VEH100 100

NCENE e

504. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)= /23427 jest réi-
niczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
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7 definicji pochodnej otrzymujemy

_ 3/.:3 5 3/.3 5 34
f/(O):liI%w:lin(l)mzlin% ’ +x m —hm V1ta2=
r— Xr— Tr— €T xr— ;1:—>

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna w zerze.

505. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x) = v/z*+ 25 jest réz-
niczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
Z definicji pochodnych jednostronnych otrzymujemy

fl@)—fF0) . Varra® Vatab atab
— = 1mm —— 1m ——— 1im

AC) i o8 x—0 z—0F x eo0t S ph z—0F xt
= lim Vita2=1
oraz
. f(x)—f(0) Vaita® Jatab Vat+ab
f(07)= lim =1 = lim ——=1 1 =
z—0~ xTr — z—0~ xT z—0~ —‘:Ij‘| x—0= A/t
4| x4 26
=— lim T =— lim Vita2=—1.
z—0~ X z—0~

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sg rézne, funkcja nie jest tam réznicz-
kowalna.

Odpowiedz: Funkcja f nie jest rézniczkowalna w zerze.

506. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:IR — R okreslona wzorem
fla)=VVa?+1-1

jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodng prawostronng funkcji f w zerze:
h2
P . f(h)—f(0) Y VRZ+1—-1-0 . \/(\/h2+1+1)-(4¢m+1)
f(07)= lim ————== lim = lim =
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
. 1 1 1
= lim = =_,
(VR ) (VAR T+1) V222
Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:
B2
_ ,4/ 2 —1—= Vh2 (Y2
f(07) = lim 7f(h) 1(0) = lim PPri-l 0: lim \/( ML) (VIR =
h—0- h e h h—0~ —|hl
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1 1 1

= lim — =— —
(VIR T L) (VIR T 1) V22 2

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sg rozne, funkcja ta nie jest roz-

niczkowalna w zerze.

507. Wyznaczy¢ taka wartos¢ rzeczywista parametru a, ze funkcja f okreslona wzorem

r)=yVvar?+l—1+a- Va1 —1

jest rézniczkowalna w zerze.
Rozwigzanie:
Obliczamy pochodng prawostronng funkcji f w zerze:

f/(0%) = lim f(h) = 1(0) _ \/ﬁm W (0

h—0t h h—>0+

@ (‘/(MH)(WH) B

1 1 1 a
— i +a- + .
WL (Vi) (Virrier) ) V2 VAV

Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

f(h)—f(0) VVR2+1—1+a- \4/4h4 VRTFI—1—f(0

/ -\ .
10 )_hll»%lf h h—>0*
A
~ lim h2+ +1—|—a \L% (VATF141)-(VATHT4+1)
_h—>0— —|h,| o

1 1 a —1—a

1
= lim | — —a- e e e
O\ VIR (VRIT 1) (VR T+ 1) V2 VA V2
Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy f'(0%)= f'(07), czyli
I+a —1-a
V2 V2

co zachodzi dla a = —1.

Odpowiedz: Podana funkcja jest rézniczkowalna w zerze dla a = —1.

W kazdym z kolejnych 7 zadan dla podanej funkcji f; : R — R podaj wartosci pochod-
nych jednostronnych funkcji f; w zerze.
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508. fi(z)=vVvar+1-1 f07)==1/v2 0N =1/v2
509. fQ(.SU):\/ 202 +1—1 f3(07)=—1 f(0M) =1
510. f3(z)=VVva?4+4-2 fi(07)=—1/2 0y =1/2
511. f4(:13):\/ 8x2+81—9 fi(07)=—2/3 fi(0t)y=2/3
512. fi(a) =V V222 +1-1 B0 ==1/v/3 07 =1/v/3
513. fo(2) =VVa2F16—2  f0)=—1/(4V3) 07 =1/(aV?)

514, fr(x) =V V8281 -3 f[07)=—(v2)/(3v3) A(07)=(v2)/(3v5)

515. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
e’ +1
=1 .
fla)=n(5)
Funkcja g jest ztozeniem 2024 egzemplarzy funkcji f:

g(@)=f(f(fCFf(2)).0)))-
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/E> jest wymierna.

Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu

_1n<e’”+1>
y= et —1) "

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych
e’ +1

=1

e’-eV—eV=e"+1,

eY

e’-ey—e"—eV=1.

Poniewaz ostatnie rownanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
roOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o rownaniu x =y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(x))=x dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej .
W konsekwencji g(z) =x dla x>0 1 ¢'(z) =1. W szczegblnosci g'(\/E) =1 jest liczbg
wymierng.

516. Funkcja f:Z — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okreslona wzorem
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Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

g(x) = f(f(fC fOf(2)--0)))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu
x

y =
Vet -1
Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych
3 z’
Yy = 5
x3—1

3,3 3__ .3
Y -y =1,

Py =P
Poniewaz ostatnie rOwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
roOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x =y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(x)) == dla kazdej liczby rzeczywistej = # 1.
W konsekwencji g(z) =x dla x # 1, wobec czego ¢'(x) =1. W szczegdlnosdei ¢ (\/5) =1
jest liczbg wymierna.

517. Funkcja f:Z — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem
3/ 3
r°—1
flz)=

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

g(@)=fUFFCff(2)-)))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ (\/5) jest wymierna.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

Va3 —1 1
f(l’): :31_57
skad

oraz

Z otrzymanej rownosci f(f(f(z))) =z wynika g(x) =z dla x € Z, co daje ¢'(z) =1.
W szczegdlnosci g’ <\/§> =1 jest liczbg wymierng.
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