Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

405. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a-{2z}+b- {22} +c-{x},
gdzie {y} oznacza czesé utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktéw uzupehij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f

zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciaglta. Wpisz NIE, jedli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, ¢=0 b)a=-2, b=2, ¢=0
c) a=NIE, b=NIE, ¢=3 d)a=2, b=-2, ¢c=0
e)a=-3, b=3, ¢c=0 f) a=NIE, b=NIE, c¢=5

406. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(a:):a~{2x}+b-{az}+c~{x+;},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c=-1 b)a=-2, b=2, ¢=2
c)a=-3, b=3, ¢c=3 d)a=4, b=—4, c=—4
e)a=-5, b=5 c¢=5 f) a=—6, b=6, c=6

407. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
ar’+br+c dla x<0
{ dr+e dla 0<z<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagglta. Wpisz NIE, jedli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zgdanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3

fz)=

b)a=1, b=2, c¢=NIE, d=4, e=NIE
c)a=1, b=3, ¢=5, d=4, e=5
d)a=2, b=7, ¢=8, d=9, e=8
e)a=6, b=7 ¢=10, d=13, e=10
f) a=6, b=3, ¢=8, d=9, e=8
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408. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(@)=a-{x}+0b-31)
gdzie {x} oznacza cze$¢ utamkowsy liczby x, a w drugim skladniku wyrazenie {x} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.
Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciagta.

Rozwigzanie:

Funkcja f zalezy od {z}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagla we
wszystkich punktach niecatkowitych. Pozostaje zbadaé¢ cigglos¢ funkcji f w punktach
catkowitych, a wobec jej okresowosci, wystarczy zbadaé ciagtosé w punkcie 1.
Poniewaz
lim f(z)=a+3b

rz—1—

oraz

lim f(z)=f(1)=0,

funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,

czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest cigglta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.
409. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(z) :a-{21’}—|—b-{2x+1}+c-{$}+d-{x+;} ;

gdzie {y} oznacza czesé utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta cigglta. Wpisz NIE, jedli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=-3, d=-3

b) a= -5 b=2, ¢=3, d=3

c)a= NIE, b= NIE, c¢=3, d=4

d)a=2, b=3, ¢c=-5 d=-5

e)a=-9, b=3, ¢c=6, d=6

f) a= dowolne, b= —6-a, c=6, d=6

410. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(x)=a{z}’ +b{z}* +c{z}+d,

gdzie {x} oznacza czes¢ utamkowa liczby .
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W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana
powyzszym wzorem byta cigglta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wlasnosci
nie istnieje.

a)a=-5 b=2, ¢=3, d=4
b)a=1, b=-4, ¢c=3, d=4
c)a=1, b=2, ¢=-3, d=4
d)a=1, b=2, ¢c=3, d=NIE

411. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametrow rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla
ktérych funkcja f:R — R okreslona wzorem

4 dla zr<a
f(m):{]x2—5| dla a<x<b
4 dla b<zx
jest ciggla.
Rozwigzanie:
Oczywiscie funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie réznym od a i b.
Ponadto

lim f(x)=4
oraz o
fla)= lim f(z)=|a*~5],
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkc1e a wtedy i tylko wtedy, gdy
4= ’a2 - 5‘ .
Przeksztatcanie powyzszego rownania prowadzi kolejno do
a*—5=+4,
a’=5+4,
skad a € {3, -1, 1, 3}.
Podobnie
g 1) =5
oraz

£(b)= lim f(z) =4
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy
— ‘b2 —

czylibe {-3, -1, 1, 3}.
Zatem funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a,b€ {—3, —1, 1, 3}, co w pola-
czeniu z warunkiem a < b prowadzi do szesciu par (a, b) spetniajacych warunki zadania.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetlione przez pary (-3, —1), (=3, 1), (=3, 3),
(—1,1), (-1, 3), (1, 3).
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

412. f(z)= 3 dla a<z<b a= —1, b= 1.

{ log, (z>+7) dla z<a
log, (x> +7) dla b<ux

logy (z2+7) dla z<a
413. f(:z:):{ 4 dla a<z<b a= —3, b= 3.
logy (#2+7) dla  b<=x

logy (#2+7) dla wz<a

414. f(x):{ 5 dla a<z<b a= —5, b= 5.
log, (z2+7) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

415. f(x):{ 6 dla a<z<b a=—57, b= /5T
logy (#2+7) dla  b<=x
logy (z2+7) dla z<a

416. f(a:):{ 7 dla a<z<b a= —11, b= 11.
logy (#2+7) dla  b<=x

417. Poda¢ wszystkie trzy pary parametréw (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja
f:R— R okreslona wzorem

r dla x<a
flx)=3 2% dla a<x<b
r dla b<zx
jest ciagta.
a=-1, b=0 a=-1, b=1 a=0, b=1

418. Podaé¢ wszystkie sze$¢ par parametréw (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja
f:R — R okreslona wzorem

6 dla z<a
f(x):{]x2—10x+15| dla a<z<b
6 dla b<z
jest ciagta.

a=1, b=3 a=1, b="7 a=1, b=9
a=3, b="T a=3, b=9 a="7, b=9
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a <b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

x? dla r<a
419. f(:v):{ 1 dla a<z<b a= —1, b= 1.
2?2 dla  b<zx

r dla a<<zx<b a= 0, b= 1.
2?2 dla b<z

2 dla  x<a
420. f(m):{

T dla r<a
421. f(r)=Sz+2 dla a<z<b a= —1, b= 2.
2 dla  b<zx

2 dla r<a
422. f(x):{m+6 dla a<z<b a= —2, b= 3.
2 dla b<zx

¢ dla r<a
423. f(r)=<S2z dla a<z<b a= 0, b= 2.
x? dla b<zx

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a <b,
aby funkcja f:IR — R okreslona podanym wzorem byta ciggla.

r» dla  z<a a= —8, b=10
424. f(r)=<S 64z dla a<z<b a= —8, b=8

3 dla  b<=z a=0, b— 8

20 dla  z<a a= —2v2, b=10
425. f(x)={ 642> dla a<z<b a= —2v2, b= 2v2

2% dla b<z a=0, b= 22

2P dla  z<a a= -2, b=10
426. f(r)=< 642> dla a<z<b a= —2, b= 2

2’ dla b<z a=0, b= 2
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W kazdym z ponizszych zadan podaj wartos¢ granicy funkcji lub granicy niewlasciwej
+00 =00 albo —o0. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewlasciwa.
Mozesz wykorzysta¢ granice

i 1\*
lim <1—|—> =e.
r—0o0 :L'

427. lim log(\/ﬁ_:;)x: —00 428. lim logwﬁ_g)x: +00

o0+ z—0+
429. xgrfoolog(\/ﬁ_g)a:: +00 430. $1_1>moolog<f 3)T = —o
431. lim_ (x/ﬁ—i’))x = +o0 432, lim_ (\/_ 3) =0
433. lim_ (\/ﬁ— 3)36 =0 434, lim_ (\/ﬁ— 3)33 = 400
435. xggxrlooarctgx— /2 436. IEIFOO arctg2r = 7 /2

437. lim_arctg (\/ 17— 4) r= 1/2
438. xliIJ]rfloo arctg <\/ 13— 4> T= —m/2
\/__ . r—64

439. = 1/48 440. lim = 16
xﬁm xr— 64 / z—64 \/x — 8
3
) xr—4 . 1/z
441. lim Y= = 1/3 442. lim 2°7 = 4oo
z—64 /o — 8 r—0t
) 1/x . 1/x
443. lim 2°7 = 1 444. lim 227 = o
r—0~ T—=+00
445. lim 2° = 40 446. lim 2° = 9
x—0 r—0~
a47. lim 2% = 4
r——+00
448. lim {log,z}= 1 449. lim {log,z}= 0
r—16~ r—16t
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450.

452.

454.

456.

458.

459.

460.

461.

462.

464.

466.

xglll%_ {loggz}= 1/3 451. gljl_i)rll%Jr {loggz}= 1/3
2\* 3\*
lim <1+> = ¢? 453. lim <1+> = ¢
T—+00 €T T—+00 €T
1 (x+4)* . 1 (z+27)*
lim (1+— = ¢ 455. lim (1+— = 7
T——+00 xt r——+00 xrr
lim 2% =32 457. lim 3 =9
lim 4% =64
xl_l)I_{loo <log2 (x+32)—log, (x + 4)) =0
im (log, (32x+1) —log, (x+4)) =5
i (log, (322 +1) —log, (4z+1)) =3

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

1 VAaz2+1 4 Vaz2+1
lim <1+) = e? 463. lim <1+> =e8
T—+00 x T—+00 x
1 \/4:D2+1 1 \/124-4 4
li 14+ — = 465. li 1+— =
Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem
fla)=Vait i +a2.
2 o2 2 o
4, 3, 2 4, 3 T 37 ( 2 f) 3. >0
r+ri+r=r +r°+ 1 + 1 x +2 + L =
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skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyzanaczenia asymptot ukosnych /poziomych.

4
. flz) o Vat+ a3 4 a2 . T4+ 3 422 ) 4
a= lim ~*= lim ——— = lim - = lim 1_}_*4_7:
r—-+oo r——+00 T r——+00 .[L'4 ——+00 T .ZU2

b= lim (f(x)—az)= lim (Vaitad+a?—a)—

T—+00 T—+00
= lim =
r_’+oo<*/1[‘4+173+l‘2+$> <'/ZL'4—|—I3—|—ZL'2+J]2>
3+ 22
= lim =
r_’+oo<*/1[‘4+173+l‘2+$> <'/ZL'4—|—I3—|—ZL'2+J]2>

1+z7! 1 1
= lim = ——

aboo (VitorT+22+1) (VIito T+ 2+1) (1+1)-(1+1) 4
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
4_44
s*—t
(s+1)-(s2412) "

s—t=

Wyznaczajac asymptote przy r— —oo parm@tamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac

zatozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = —Vat,
. flz) ) \/m4+:1c3+x2 vt a3+ 12
a= lim “—* = lim lim ———————=
T——00 T——00 T——00 —\/rd

T——00 gL‘4 r——00

4 3 2 1 1
. <_ ++): . (_41++2):_1,
xXr xXr

b= lim (f(x)—az)= lm (VaTtam+a2+a)=

, (' + a3 +27%)—

= lim — =

pm00 (\/:U4—|—x3+x2—x)-(\/x4+3c3—|—:v2—|—x2)

3+ a?

= lim — =

pm00 (\/:U4—|—x3+x2—x)-(\/x4+3c3—|—:v2—|—x2)
: Iz : 14271

= lim = lim =
2—00 (Yo' iaPia? N v——c0 ( Ya'Fa5 122 N
() () () (S )
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_ 1+z7! 1 1
= lim = N

e (YT r a2 —1) - (Vita T ra241)  (1-1)-(141) 4

Tym razem skorzystaliSmy ze wzoru

sh_gh
(s—1)-(s2+12)

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +o0o asymptote ukosng o réwnaniu y =z + 7 nato-

1
miast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y=—x— —.

4

467. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(x)= Vot 423+ 622+ 1.
Uwaga: Treé¢ zadania jest poprawna - pod pierwiastkiem niczego nie brakuje - ma by¢ tak jak jest napisane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

2
et 423 462+ 1 =t + 423 + 42 + 2% + 1 = (x2+2x> +22241>0),

skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

. f(x) Va4 16221 xr+4a3 +622+1
a= lim ——== lim = lim —
r—+00 T—+00 x T—+00 14
4 6 1
= lim {Jl+-—+—+—=1.
z—-o0 r x? x4

b= lim (f(z)—azx)= lir+n (\4/33'4—1—43:34—6x2+1—x):

T——+00
. (2t +423 4+ 622 +1) —2?

= 11m —=
z—+oo (é/x4—|—4x3+6x2—|—1—1—x> : <\/$4—|—4x3+6x2+1+x2)

’ 4z’ 4627 +1

im
oo <\4/:c4+4:c3+6x2+1+:1:> : (\/x4+4x3+6$2+1+x2)
i 446z 1+
= lim

z—+00 (\4/1+4;U*1+6x*2+:1:*4+1) : (\/1 +4x*1+6$*2+$*4+1)

4

BECESIR(ESI IS
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W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru

Wyznaczajac asymptote przy r — —oo paml(gtamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac

zalozenie r <0, a w konsekwencji x = —|z| = —Vat,
. f(x) Va4 6a2+1 ) \/x4+4x3+6x2+1
a= lim ——== lim = lim
T——00 T——00 T T——00 A /

. xt+4r3 462241 . 4 4 6 1
= lim |[— = lim [—\/1+—+—+—]=—-1.
T——00 ;1;'4 T——00 T IZ Q;4

b= lim (f(x)—ax):$lir_rloo<§4/x4+4x3+6x2+1+x) =

T——00

(2 +42® + 622 +1) —

w0 (Va4 4 4602+ 1—x) - (VaT+ 403+ 622 + 1+ 2?)

4234622+ 1
g h =
T—— OO(\/x‘l—i—4:r;3—i-61:2—i—l x) (\/x4+4x3+6x2+1+x2>

’ 4462~ a7?
= 1m —=
T——00 4.’.E €T X x €T X

< </ 4+4 3+6 2+1 . 1) . (./ 4+4 x32_‘_6 2+1 +1)

xT

_ 4+46x 273
:mkr—noo<\/m 1 .(mH -
—Var ) Vot )
) A4+6x 4273
= lim 7 =
romoo (—THdr T4+ 60 2+a = 1) (VI+dr T+622+2 T +1)
S (-1-1)-(1+1)
Tym razem skorzystaliémy ze wzoru
st—t

s+t=

przy s = vVt +423+622+1>01i t=2<0, a wiec w sytuacii, gdy s—t jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +o0o asymptote ukosng o réwnaniu y =x+ 1, nato-
miast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y=—x —1.
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468. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(z)=xz+ Vb + 2T +a5+7.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
23\ 2 6
PB4 4ab+7= <x4+2> +T+7> 0,
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f

jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.
Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych

a= lim —= = lim
r—+o00 T——+00 €T T——+00

jx8+x7~l—x6+7_

8/ 8 7 617
f(z) ; T+ Vad+ a7+ a0+ ~ lim 14 8
T

1 1 7
X Xz x

T—+00

bzlir}rq (f(x)—ax):lirll (:z:—i—\g/:v8+x7+x6+7—2x):lirf (\8/x8+x7+x6+7—x):
’ (342" +2%+7)—28
—= 1m =
z—+o00 (\/x8+m7+x6—|—7+aﬁ) ({“/xg+:c7+m6+7+x2)~(\/x8+m7+x6+7+x4)
a2’ 47
= lim 7l
oo (YaBtaT+ a5+ T+a) - (Vad+aT+a5+T+a2) - (VaS+aT+28+7+a4)

_ 1+1+%
WETOO(WH) (1+1+5+5+ )(mﬂ)
1 1
T (1+1)-(1+1)-(1+1) 8

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
8 _48
s°—1

ST D (24 B) ()

Wyznaczajac asymptote przy r — —oo parm@tamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac

zatozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = V8.

. f(x) VT 4547 . ST+ a5 +7
a= lim —* = lim = lim [1+ S =
T——00 T T——00 — /8

T——00
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S4+aT4ab+7 1 1 7
— i (15D j1+++ —1-1=0.
T ——00 T——00 T 132 .ZUS
b= lim (f(z)—ax)= lim (x+\/x8+:p7+x6—l—7)
. (¥ +2"+20+7)— 28
= lim =

z——00 <\8/:z:8—|—:c7—|—:c6+7—x) - ({1/568+:c7+x6+7+:1:2) : (\/:c8+:t:7—|—:c6—|—7—|—x4)

~ m a'4+a%47 B
B o (VaS+aT+25+7—z) (VaS+aT+a5+7+22) - (Va¥+ a7+ 25+ 7+ 1) a

y 1+14 1
- 1m =
T——00 ( VS taT+ab+7 _ 1) _ ( W I 1) _ (W n 1)

xT

1+14+ 7
— 1' X x —
ximoo(@m_l)-(mﬂ)(mﬂ)
—Var s VaE
y 1+l+l
= 1m
o (¥l L+ L) (Y1 i+ 5+ 54+ (V1+i+ 5+ 5 +1)
1 1

T (C1-1)-(1+1)-(1+1) 8"
Tym razem skorzystaliSmy ze wzoru
58 —18
(s—t)-(s2+12)- (s*+t4)
przy s= Vit +a7+25+7>01i t=x<0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie,
a w konsekwencji rézne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote ukosng o rownaniu y = 2x + 3’ na-
1
tomiast w —oo asymptote pozioma o réwnaniu y = ——.

8
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