Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach
w czwartek 3.10.2024, poniedzialek 7.10.2024 i czwartek 10.10.2024.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!

0. Zadania wstepne.

Oznaczenia:
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Oblicz wartosci wyrazen (doprowadz wynik do mozliwie prostej postaci):
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14. Wiadomo, ze wérdd nastepujacych szesciu liczb
34652 —2, 3465%—4, 34652—8, 3465%2—16, 3465°—32, 3465°—064

trzy sa pierwsze, a trzy zlozone. Ktore z podanych liczb sa pierwsze?

1. Indukcja matematyczna. Dwumian Newtona.

15. Wyznacz zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktorych prawdziwa jest po-
dana implikacja:

a)r>0=z+1>2 b)r<l=2*>0 c)z<l=2’<0 d)2°>32=1°>064

e) 2% >64=2">128 f) 2°<32=2%<64 g) 15 <64=2"<128

16. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
P42 434+ 4+n=(1+24+3+...+n)?.
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17. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosc
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18. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nierownosé
11 1 1 1 5 1

TR T TR 4_2n(n+1) ‘

19. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
3n
( ) <7
n

Oszustwo  20. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
30n <2"+110. (%)

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =1 sprawdzamy bezposrednio 30 <2+110=112.
2° Zatézmy, ze 30n < 2™+ 110. Udowodnimy nieréwnosé
30(n+1) < 2"t 4+110. Stosujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy ciag nieréwnosci:
30(n+1)=30n+30<2"+110430=2""" 4110430 — 2" < 2" 4110,
przy czym ostatnia nieréwnos$¢ zachodzi dla n > 5.
Zatem nieréwnos¢ (x) zostala udowodniona dla n > 5.
Pozostaje sprawdzi¢, ze
dla n=2 mamy 60 <4+110=114,
dla n=3 mamy 90 <8+110=118,
dla n =4 mamy 120 < 16+110=126.
Tym samym nieréwnos¢ (k) jest udowodniona dla wszystkich liczb naturalnych n.
W szczegblnosci wykazaliSmy, ze dla n =6 zachodzi nieréwnos¢ 180 < 174.

Gdzie tkwi btad w powyzszym rozumowaniu?
21. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rownosé
71+n—1+71—2+n—?>jL _r
0 1 2 3 b
gdzie F,, oznacza n-ty wyraz ciggu Fibonacciego okreslonego wzorami F} = F; =1 oraz

Fn+2:Fn+1+Fn-
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podane warunki.
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W ponizszych zadaniach przyjeto oznaczenie Ny ={k, k+1, k+2,...}.
22.

)
)
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Wyznacz liczbe podzbioréw A zbioru liczb naturalnych N = {1, 2, 3, ...} spemiajacych
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Zadania do samodzielnego przeanalizowania. Maja podane rozwigzania i be-
da omawiane na ¢wiczeniach tylko w miare wolnego czasu — prosze umieé
wskazaé¢ zadania, ktérych rozwigzania chcecie Panstwo zobaczy¢.

42. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi réwnosé

()G G ()-C3)

43. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé
1 1.2 2 L3 3 n 4 L5 5 48 6 - n—1 1 1
321 91 273 651 1333 (n—14+n—-1)24+1 2 2-(n2—n+1)’

44. Dowiesc¢, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych k& < n spetiajacych

réwnanie
n n
k- = )
(’f) (k? + 1>

45. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
n?-(n+1)%-(2n+1)

144+20 430+ +nt< T

46. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+1)-<2:> >4

47. W miejsce kropek wstawi¢ jeden ze znakow >, <, a nastepnie dowies¢, ze dla
kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n+2)- (?) ......... 3.22n 1

48. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

(n—|—3)-<2n> > 7.4t

n

49. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(n44)- <2”> S g2t

n
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50. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé

2
" <2n> > 421
n

51. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

<2n—|—2> <4

n
52. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2n+2 - (15)”
n 4 )

53. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

n/oE 4 n 3

25.5n'n<27.5n‘n‘
n 2n 2n n

54. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
265'n<2n+271 )

55. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
o2 <2n> S <4n> .
n 2n

56. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
328'n<3n+331 ]

57. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
6n in 6n 3n
. . < 1)- . .
(o) () <o) ()
58. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

(2:) N gn—1 |
n+1 2
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