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Indukcja matematyczna.

Podstawowy schemat dowodu indukcyjnego wyglada nastepujaco:
1° Sprawdzamy, ze prawdziwe jest T'(1).
2° Dowodzimy, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja
T(n)=T(n+1).
3° Na podstawie 1° i 2° wyciagamy wniosek, ze zdanie T'(n) jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej n.

Zalozmy, ze w dowodzie wlasnosci oznaczonej jako T'(n):

1° Sprawdzili$my, ze prawdziwe jest T'(1).

2° Udowodnilismy, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja
T(n)=T(n+1).

A wiec udowodniliémy nastepujace implikacje:

e T'(1)=T(2) — wniosek: skoro sprawdzilismy 7°(1), to prawdziwe jest 7'(2),
e T(2)=T(3) — wniosek: skoro udowodnilismy T'(2), to prawdziwe jest T'(3),
e T'(3)=T(4) — wniosek: skoro udowodnilismy 7'(3), to prawdziwe jest T'(4),
e 7'(4)=T(5) — wniosek: skoro udowodnilismy 7'(4), to prawdziwe jest T'(5),
e T'(5)=T(6) — wniosek: skoro udowodnilismy 7'(5), to prawdziwe jest 7'(6),

Latwo wyobrazi¢ sobie, ze tak jak powyzej mamy wyraznie wypisane wszystkie prze-
stanki wystarczajace do dowodu T'(6), podobnie mozna byltoby pracowicie wypisaé¢ wszys-
tkie implikacje i ptynace kolejno z nich wnioski sktadajace si¢ na dowod T°(100).

Wyobrazamy sobie, jak wygladataby podobna lista implikacji dowodzaca prawdziwosci
T (10'99), chociaz ich wypisanie jest fizycznie niemozliwe.

I podobnie, dla dowolnej liczby naturalnej n, wyobrazamy sobie jak wyglada tancuszek
wynikan stanowiacy dow6d prawdziwosci T'(n).
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Indukcja wsteczna w dowodzie nier6wnosci miedzy Srednimi.

4. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n oraz kazdych liczb rzeczywistych dodat-
nich aq,as,...,a, zachodzi nieréwnosé
aq +6L2+...—|—an

Yaras...an, <
n

Powyzsze zadanie jest nie tylko zadankiem do rozwigzania, ale jego teza jest wazng nie-
rownoscig, a mianowicie nieréwnosciag miedzy $rednig geometryczng i $rednig arytmetycz-
ng. Teza zadania méwi, ze Srednia geometryczna nie przekracza sredniej arytmetycznej.
Dodajmy jeszcze, ze w powyzszej nieréwnosci rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby aq,as,...,a, sa réwne. Nie bedziemy tego dowodzi¢, aby dodatkowo nie
komplikowa¢ dowodu, ale wystarczytoby doktadnie przesledzi¢ zaprezentowany ponizej
dowdd i zobaczy¢, kiedy mozliwa jest réwnosc.

Jak nietrudno sie domysli¢, przeprowadzimy dowdd indukcyjny, ale indukcja bedzie
przebiega¢ w dos¢ nietypowy sposéb. W dowodzie indukcyjnym zajmiemy sie zdaniem
T'(n), ktére brzmi nastepujaco:

Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich aq,as,...,a, zachodzi nier6wnos¢
aitas+...+a
\”/alag...an< ! 2 n‘

n
1° Na poczatek w dobrej wierze zajmijmy sie przypadkiem n=1. Zdanie T'(1) przy-
biera postac:

Dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a; zachodzi nieréwnosé
a; <ag.
Powyzsze zdanie jest oczywiscie prawdziwe, chociaz, méwiac delikatnie, nie niesie zbyt
gtebokiej tresci.
2° Przypatrzmy sie teraz n=2. Zdanie T'(2) brzmi:

Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich aq,as zachodzi nieréwnosé
aj +aso

\/(11(L2< B .

Powyzsza nieréwno$é¢ udowodnimy przeksztatcajac ja do kolejnych postaci réwnowaz-

nych:
2~\/a1a2 < ai+as s

2 2
dayay < af+2a1a0+ a3,

0<a?—2aja;+a3,
2
0< (a1 —az)”,

co jest prawda, gdyz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny.
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Gdyby miato nam sie udaé¢ przeprowadzenie w prosty sposéb standardowego dowodu
indukcyjnego, to powinnismy udowodnié implikacje T'(n) = T (n+1) dla wszystkich n.
W szcezegdlnosci bytby tam dowdd implikacji T'(2) = T'(3). Czyli z nieréwnosci miedzy
srednimi dla dowolnych 2 liczb powinnismy jakim$ sposobem wywnioskowaé nieréwnosé
miedzy $rednimi dla 3 liczb. Wydaje sie, ze do tego potrzebna bytaby umiejetnosé¢ wyra-
zenia Sredniej, powiedzmy arytmetycznej, 3 liczb, przez operacje brania sredniej 2 liczb.
To jednak nie jest mozliwe. Na przyktad srednia arytmetyczna trzech liczb: 1, 2, 4 jest
réwna 7/3, a wielokrotne obliczanie Sredniej arytmetycznej dwéch liczb, stosowane do
liczb 1, 2, 4 oraz wszelakich srednich powstatych po drodze, moze nas doprowadzi¢ jedy-
nie do liczb wymiernych, ktérych mianownik jest potega dwojki. Majac wiec maszynke,
ktora oblicza Srednig arytmetyczng dwoéch liczb i wrzucajac do niej liczby 1, 2, 4, nigdy
nie otrzymamy liczby 7/3, nawet jak maszynka bedzie liczy¢ srednie tych liczb i érednie
ich érednich i érednie Srednich $rednich w najrozmaitszych kombinacjach.

Takie argumenty powinny wystarczajaco zniecheci¢ do podejmowania proby przepro-
wadzenia standardowego dowodu indukcyjnego.

Zauwazmy jednak, ze obliczanie §redniej (jakiejkolwiek: arytmetycznej, geometrycznej
czy innej sensownej) czterech liczb da sie przeprowadzié poprzez obliczanie sredniej dwoch
liczb — po prostu liczymy srednia dwoch Srednich par liczb:

am+ay+azta, PR BTN

4 B 2
Ogodlniej: jesli mamy prostokatng tablice liczb, to ich $rednia jest $rednig S$rednich liczo-
nych w kolumnach (lub jak kto woli érednig srednich liczonych w wierszach).
To prowadzi do pomystu, aby udwodni¢ implikacje T'(n) = T'(2n).

3° Udowodnimy wiec, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest implikacja
T(n)=T(2n).

W tym celu zakltadamy 7'(n):
Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich aq,as,...,a, zachodzi nierownos¢

ar+as+...+a
\"/alag...an< L 2 n‘

n
Przy powyzszym zatozeniu dowodzimy T'(2n):
Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich aq,as,...,as, zachodzi nier6wnos¢

a1 +as+...+aoy
2\”/a1a2...a2n < .

2n

Wychodzimy od lewej strony dowodzonej nieréwnosci i dochodzimy do strony prawej
korzystajac dwukrotnie z zaktadanego T'(n) oraz z udowodnionego wezesniej 7(2):

L= 2\"/a1a2...a2n: \/C/alag...aw Q/an+1an+2...a2n <
<\/a1—|—a2+...+an Ap+1+apio+...+ a2y

<

X
n n
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Fantotot
< a1+a2: T M a"tf L _artazt...+ay
< —

2 2n

=P.

Doprecyzujmy, ze z nierownosci miedzy srednimi n liczb skorzystaliSmy dwukrotnie:
dla liczb aq,as,...,a, oraz dla liczb a,1,a,12,...,as,. Ponadto skorzystaliémy z nieréwno-
Sci miedzy srednimi dla 2 liczb:

a;tag+...+ay Apt+1tapio+...+as,

oraz
n n

Podsumujmy, co w tej chwili mamy. Udowodnili$émy 7'(1), T'(2) oraz wszystkie impli-
kacje T'(n) = T(2n) dla liczb naturalnych n. To raczej nie dowodzi prawdziwosci T'(n)
dla wszystkich n. Ale dla ktorych n taki dowod juz mamy?

Wisréd implikacji T'(n) = T'(2n) mamy w szczegdlnosei:

T(2)=T(4), co wobec udowodnionego T'(2) daje T'(4),
T(3)=T(6), co wobec braku dowodu 7°(3) niczego nie daje,
T(4) = T(8), co wobec udowodnionego T'(4) daje T'(8),

T(8)=T(16), co wobec udowodnionego 7'(8) daje T'(16),
T(16) = T'(32), co wobec udowodnionego 7'(16) daje 7'(32)...

Udowodnili$my wiec T'(n) dla n bedacych potegami dwojki. Czyli dla dowolnie duzych,
ale tylko niektérych n.

Dowdd indukeyjny dopelni sie, jedli bedziemy mogli schodzi¢ w doét.

(
(
(4)
(
(

4° Udowodnimy zatem, ze implikacja T'(n) = T'(n — 1) jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n > 2.
W tym celu zaktadamy T'(n):
Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich aq,as,...,a, zachodzi nieréwnosé
+...+a,
\”/alag...an<a1+a2 a .
n
Przy powyzszym zalozeniu dowodzimy T'(n—1):
Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich aq,as,...,a,_1 zachodzi nierownos¢
a1+a2+...+an_1
n—1 '

n—l aias...Ap—1 <

Mamy wiec danych n—1 liczb: aq,as,...,a,,_1. I chcemy cos udowodni¢ o ich Srednich,
ale mozemy wykorzysta¢ zatozenie indukcyjne, ktére uzywa n liczb. Gdzie znalezé bra-
kujaca n-ta liczbe? Ot6z srednia (jakakolwiek sensowna) uktadu liczb nie zmieni sie, jesli
dotozymy do tego uktadu liczbe rowng éredniej. Oczekujemy wiec, ze dotozenie do liczb
a1,as9,...,a,_1 ich srednej geometrycznej

a,= "Yajay...a,_1

doprowadzi nas do uktadu n liczb aq,as,...,a, o tej samej $redniej geometryczne;j.
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Sprawdzmy:

—n — —
Yaiasy...a, = \/alag...an,l- n—Vaiay.. ap_1 =
1yt 1 1
= (alag...an_l)" n(n-1) —= (alag...an_l)"*l = " aray...Qp_1 .

Wobec tego mozemy zastosowaé zatozenie indukcyjne do liczb aq,as,...,a,. Otrzyma-
my:
a1+a2—|—...—|—an

n

a, = "Vaiay...an_1 = Yaraz...a, <

czyli
< a1 +as+...+ay,

Ay X

n
Proste przeksztatcenia powyzszej nieréwnosci daja kolejno
n—1 <a1+a2—|—...+an_1

Cp X 9
n n

< CL1+CL2+...+CLTL_1

n -\

)

n—1
a1 +as+...+a,_q
n—1 ’

”—G/alag Q1 <

A to jest nier6wnosé, ktorg mieliSmy udowodnié.

Podsumujmy: Udowodnilismy 7'(1), T'(2), wszystkie implikacje T'(n)=-T(2n) oraz
wszystkie implikacje T'(n) = T(n—1). Jesli wyobrazimy sobie powstaly schemat wyni-
kan, zobaczymy, ze tymi implikacjami mozna doj$¢ do kazdej liczby naturalnej, a wiec
taka pokraczna indukcja tez dziata.

Jesli kto$ nadal nie jest przekonany, ze taki schemat indukcyjny jest poprawny, niech
sobie wyobrazi gre planszowa o nastepujacych regutach:
e plansza ma nieskoniczenie wiele pél ponumerowanych liczbami naturalnymi,
e mozna postawi¢ pionek na polu z numerem 1,
e mozna postawi¢ pionek na polu z numerem 2,
e mozna przesunaé pionek z pola numer n na pole numer 2n,
e mozna przesuna¢ pionek z pola numer n na pole numer n — 1.
Czy zgodnie z tymi regutami pionek moze sie znalez¢ na dowolnym polu?
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