Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

KOLOKWIUM nr 4, 4.12.2024, godz. 8:30-10:00

Zadanie 9. (10 punktéw)
Oblicz granice ciagu
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dla tak dobranych liczb catkowitych A >0, B>11i C, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:

n—o0

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
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cata suma przybiera postac
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(1)

gdzie
_ 3An*+3An+ A
B 2
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikow. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A, B i C', aby prawe rownanie (2) byto spelione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

3An® +3A4°n+ A* =2 (3(B—1)n’+3(B*~1)n+B*+C—1)

3An*+3A4°n+A*=6(B—1)n*+6(B—1)(B+1)n+2B*+2C 2. (3)

N(n)

=3(B-1)n*+3(B*~1)n+B*+C -1, (2)

Aby réwnosé (3) zachodzila dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

34 = 6(B-1)

342 = 6(B—-1)(B+1)
AP = 2B34+20-2
A = 2(B-1)

A2 = 2(B-1)(B+1)
A = 2B3+20-2
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Dzielgc drugie réwnanie przez pierwsze! otrzymujemy A= B+ 1, co po podstawieniu
do pierwszego réwnania daje
B+1=2B-2,
skad B=31 A=4. Trzecie robwnanie przybiera posta¢
64=>52+2C",
co prowadzi do C'=6. Wstawiajac te wartosci do réwnosei (2) otrzymujemy
N(n)=06n>+24n+32.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 6n? +24n + 33 sktadnikéw.

Przystepujac do rozwiazania wtasciwej cze$ci zadania szacujemy sume (1) obustron-

nie mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

In3 6n?+424n+32  3/p3 oL I (n-+4)3
6n?+24n+33) —————— < —— " < (60 +24n+33)
(6 +24n+33) v > anpeg S (6nf424n33)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +0o0.
Otrzymujemy

(6 2oy +33> 33 (6n*+24n+33)-n 6—}—2—54—% .
n n . — _ n
(n+3)3+6 (n+3)3+6 1+ 5
oraz
J(n+4)3 6n2+24n+33)- 4 G+24133). (144
(ot 2an v g) L (Ot 2tn 39 vt) (045 43) (103)

(nr1)° (1) (14+2)°
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=4, B=3, C =6 i wowczas dana w zadaniu
granica jest réwna 6.

Dokladniej: Zastepujac w uktadzie réwnan drugie réwnanie ilorazem drugiego réwnania przez pierw-
sze. Zgodnie z zalozeniami o A 1 B podanymi w tresci zadania liczby po obu stronach pierwszego rownania
sg dodatnie, a wiec niezerowe.
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Zadanie 10. (10 punktéw)
Wyznacz (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
{(22'25) ‘ne N} .

Rozwigzanie:
Szukajac kreséw zbioru wyrazéw ciggu, powinniémy zbadaé jego monotoniczno$é?. Po-
niewaz w tym wypadku mamy do czynienia z ciggiem naprzemiennym?, nie ma mowy
o choéby czesciowej monotonicznosci samego ciagu. Dlatego zbadamy monotonicznosé
ciagu wartosci bezwzglednych.

Oznaczajac
(—2025)"

n!

Qn
otrzymujemy

el e (7} S
N I n = =
jaal — (n+D)I 2025" 1)yl s 9025

Stad wynika, ze ciag (|a,|) jest rosnacy do wyrazu 2024-tego, wyrazy 2024-ty i 2025-ty
sa rowne, a dalej ciag maleje. Stad wynika, ze wyrazy |agoes| 1 |a2025| sa najwiekszymi
wyrazami ciagu (|a,|), a w konsekwencji wyrazy agges 1 ag025 sa w danym w zadaniu
zbiorze elementami o najwiekszej wartosci bezwzglednej. Poniewaz jednoczesnie elementy
te maja rozne znaki, to sg one kresami tego zbioru.

Odpowiedz:

2025%0% 20250 2025%0%4
Kres dolny danego zbioru jest rowny — 20251 20241 ' ° kres gorny 9024!

2A dokladniej, nie chodzi nam koniecznie o monotoniczno$é calego ciagu od pierwszego wyrazu do nie-
skoficzonosci, a zadowola nas czesciowe konkluzje w stylu: Cigg jest rosngcy/malejgcy od wyrazu takie-
go do siakiego. Liczymy na to, ze pozwola one porownaé wyrazy ciagu i wyznaczyé kresy zbioru jego
Wyrazow.

3Czyli takim, w ktérym na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
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Zadanie 114 (10 punktow)
Dana jest funkcja f:R — R okre$lona wzorem

f(z)=v1022+41.

a) (6 punktéw) Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nier6wnosé

[f (@)= f(y)| <V10- |z —y] .

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru na réznice kwadratow w postaci
a®—b?
a—b= .
a+b

Przeksztalcamy lewa strone dowodzonej nierownosci korzystajac w miedzyczasie z nie-
rownosci tréjkata |x+y| < |z|+|y|:
(102°+1) — (10y2+1) ‘
) — f(y)] = |v1022+1—1/10 24—1‘:: —
@) =fw) ' Y V1022 + 1+ VIO 11
M0ty 10 fe—ylfetyl 10 Je—yl-(lz[+ly)
= = < =
V1022 +1+/102+1 V1022 +1+/10y2+1 1022+ 1+ /1032 +1
VI10- |z —y|- (V1022 +/104?) <:\/10-LE——y|-(x/lez%—l—F\/lOyz%—l) VIO |
= = |\ — s
N ES e e V0221 1+/10y7 11 Y
co konczy dowdd podanej w zadaniu nieréwnosci.

b) (4 punkty) Dla odpowiednio dobranych liczb rzeczywistych x, y udowodnij nieréw-
nosé

|f(x)=f()] >3- |z —y|.

Rozwigzanie:
Wykorzystujac przeksztalcenia z czesci a) otrzymujemy
10|z 4y
@) =W =l o e
Zatem dla rozwigzania drugiej czesci zadania wystarczy wskazaé takie liczby = # v, ze
10- |z +y|
V1022 +1+4 /1092 +1
lub po prostu
10z + 10y
V1022 + 14+ /1092 +1

jesli wybierzemy nieujemne liczby x i y. Ostatnia nieréwnos¢ jest rownowazna nierownosci

102+ 10y > V9022 +9+1/90y2+9,

co jest prawda jezeli

102 > v9022 49 oraz 10y >+/90y2+9.
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Lewa z powyzszych* nieréwnosci jest, po obustronnym podnienieniu do kwadratu, réwno-
wazna® nieréwnosci
10022 > 902* +9,
czyli
102%>9,
a to jest spelione przez kazda® liczbe x > 1. Analogicznie, nieréwnoéé¢ 10y > 1/90y2+9
jest spetniona dla liczb y > 1.
Wystarczy wiec wskaza¢ dwie roézne liczby z i y nie mniejsze od 1, np. z=11y=2.

4Nie $émiem naruszaé tradycji, ktéra nakazuje w gérnej linijce strony uzywaé stowa powyziszy jako
odniesienia do dolnej linijki strony poprzedniej.
5Pamietajmy, ze zdecydowaliémy sie na wybér nieujemnych liczb z i y.

6 . . .. . 9 . .
Przez niektére nieco mniejsze od 1 tez, bo wystarczy x > 10’ ale naszym celem nie jest rozwiazy-

wanie nieréwnosci, a jedynie wskazanie liczby, ktora ja spoelnia.
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Dla odpowiednio dobranej wartosci rzeczywistej parametru a udowodnij, ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem

f(x)=ax+v20242% +1

jest odwrotna do samej siebie.
Noworoczna wskazowka rachunkowa: /2025 =204 25.
Rozwigzanie:
Poniewaz f(0)=1 oraz f(1)=a+ /2025 =a+45, funkcja f ma szanse by¢ odwrotna
do samej siebie tylko wtedy, gdy
0=/(f(0))=a+45,

czyli tylko dla a = —45.
Wykazemy, ze funkcja f okreslona wzorem

f(z)=—4bx+v202422+1

jest odwrotna do samej siebie.
Wykres funkeji f jest krzywa’ o réwnaniu

y=—4br++v2024x2+1,

czyli
y+45r =v2024x%2+1. Q)

Z powyzszego roéwnania wynika®
Y+ =/20242% +1— 44z > /202422 + 1 — 44|2| > V202422 — 44|z =
= v/2024|z| — 44]x| = (V2024 — 44) - |z| > 0,
natomiast z podobnego rownania
y+ 452 = —v/202422 + 1 ()
dochodzimy do
Y+ =—/202422 +1 — 442 < —/202422 +1+44|z| < —V/202422 + 44|z =
= —/2024|7| +44|z| = — (V2024 — 44) - |[ < 0.

Podsumujmy:

y+45x=v2024224+1 = x+y>0

oraz

y+45r=—v202422+1 = x+y<0,

"7 uzyskanej w dalszej czeéci rozwiazania postaci réwnania tej krzywej mozna stwierdzié, ze krzywa
ta jest hiperbola. A dokladniej jest jedna galtezia hiperboli, podczas gdy druga galaz jest opisywana przez
réwnanie ().

8Korzystamy tu z nieréwnosci 44% = (45—1)2 =452 —90+1=2025—89 < 2024, ktéra daje v/2024—44>0.
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a wiec w réwnaniu

y+ 452 = £/202422 + 1

znak 747 jest taki sam jak znak liczby z+y.

Idea powyzszych oszacowan jest nastepujaca: W wyrazeniu
+v2024x% 41 —44x

ktore jest rowne sumie x +y, pierwszy skladnik ma wigkszg wartos¢ bezwzgledng niz
drugi, a wiec znak catego wyrazenia (czyli znak z+y) bedzie taki sam jak znak pierwszego
sktadnika, czyli jak znak 74".

Zatem réwnanie (O) wykresu funkcji f mozna podnie$¢ do kwadratu uzupehiajac je
nierownoscig x+y >0, gdyz nieréwnos¢ ta wymusza, aby pierwiastek byt ze znakiem plus,
a nie minus.

Otrzymujemy kolejno
v +90xy + 20252% = 202422 + 1, z4+y>0
y*+90zy +2° =1, z4+y>0

7 uwagi na symetri¢ wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f
jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y=x, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

Odpowiedz: Wartosciag parametru spetniajaca warunki zadania jest a = —45.
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