Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

KOLOKWIUM nr 2, 30.10.2024, godz. 8:30-10:00

Zadanie O« (10 punktéw)
Podaj trzy przyktady liczb rzeczywistych dodatnich x # 1, dla ktorych liczba

log,, (z+100)

jest wymierna.

W podanych przyktadach liczbe x nalezy wyrazi¢ wzorem, w ktérym mozna uzywac
liczb catkowitych, czterech dziatan oraz pierwiastkowania (dowolnego stopnia, ale wy-
starcza pierwiastki kwadratowe).

W kazdym z przyktadéw nalezy takze podaé¢ wartosé log, (x4 100).

Rozwigzanie:

Przyktad I:

Dla z =25 liczba 5
log, (x+100) =log,; 125 = 5
jest liczbg wymierng.
Przyktad I1:
Zaktadajac, ze
log, (x+100)=w,
otrzymujemy réwnanie
¥ =x+100. (#)
Wybieramy taka wartos¢ wymierng w, abysmy umieli rozwiaza¢ rownanie (#) i liczymy
na to, ze znajdziemy rozwiazanie dodatnie. Dla w =2 réwnanie (#) przybiera postaé
2®=2+100.

Rozwigzujemy powyzsze réwnanie kwadratowe! otrzymujac

1++/401
r=—"
2 Y
a poniewaz interesuje nas rozwigzanie dodatnie, przyjmujemy

1++/401
:L‘ =
2
1 wowczas

log, (v +100) =log, 7* =2

jest liczbg wymierng.

!Standardowe rachunki sa tu pominiete, ale na kolokwium powinny si¢ znalezé w rozwiazaniu.
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Przyktad II1:
Postepujemy jak w przyktadzie II przyjmujac w = —1, co prowadzi nas do réwnania
™! =2+100

majacego rozwigzanie dodatnie

r=v2501-50.

Woéwczas
log, (v +100) =log, v ' = —1

jest liczbg wymierng.
Inny sposob uzyskania tego przyktadu: W réwnosci

log(mri-vm(Vn+1+vn)=—1.

przyjmujemy /n = %, czyli n = (%)2 = 2500, skad otrzymujemy x =+/2501 —50.
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Zadanie O . (10 punktow)
Dane sa ciagi (a,) i (b,) spetiajace dla kazdej liczby naturalnej n warunki
Qpy1 =20, + 3b, oraz bpy1=an+ 20, .
Udowodnij, ze woéwczas ciag (c,) okreslony wzorem
cn=a2—3b2
jest ciggiem statym.
Rozwigzanie:

Wykorzystujac zaleznosci podane w tresci zadania, dla dowolnej liczby naturalnej n otrzy-
mujemy

Cpyr=a2 =302 =(2a, +3b,)° =3+ (a, +2b,)° =4a2 +12a,b, +9b% —3a2 —12a,b, — 12b? =
=a’ 302 =c,.

Skoro kazde dwa kolejne wyrazy ciagu (c,) sa réwne, to ciag ten jest staty.
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Zadanie T « (10 punktow)
Wskaz odpowiednig liczbe naturalng n i udowodnij dla niej nieréwnosci

263 n 264
227 _p2n _ 2

n <n

Rozwigzanie:
Bedziemy szukac¢ liczb postaci n =22". Dla takich liczb podane w tresci zadania nieréw-
nosci przyjmuja postaé
63 i 964
22 92 2
k k
(22 ) <22 < (22 ) ,
czyli

k
k‘—l—263 22 k+264
92 <22% 92 .

2

Dwukrotne zlogarytmowanie podanych nieréwnosci przy podstawie 2 prowadzi do nie-
rownosci rownowaznych

k
k4203 <22 < g 20
Wystarczy zauwazy¢, ze powyzsze nieréwnosci sa prawdziwe dla k=6, gdyz woéwczas
6
6+263<263+263:264:22 <6+264

Odpowiedz:

Warunki zadania sa spelione dla liczby n = 22" = 264,

Uwaga: Mozna tez przyja¢ n = 2* i zauwazy¢, ze prowadzi to do nieréwnosci

63 k 64
k22 <22 <22
ktore sa spetnione dla k= 64.

Kolokwium 2 -4 - Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

Zadanie 8. (10 punktow)
Oblicz granice

. In2A 4l —p3
lim -
n—oo
(, /24 Fpll —n12>

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
Stosujac na poziomie mianownika wzor na roéznice kwadratéw w postaci
a®—b?
a—b=——,
a+b
a na poziomie licznika wzor na réznice 6smych poteg w postaci
ad— b8
—bh=
(a*+0*)- (a2 +0%)-(a+b)’
otrzymujemy
/24 Il _p3
lim =
n—00 < /24 il _n12)k
’ n'! V2t 42\ "
= 1m . =
n=c0 ( /n2d 1l +n12) . < Yn2d It +n6) ) (,8/n24+n11 —|—n3) nll

= lim n (VIR
e (VI B ) (Vi B+1) - (VIkn B 41) nt B
(VItnT+1)" 010

= ) (Vv o 1) (ViTm B 1)
i (VI +1)" I

n—o0 (\/1—1—71_13—1—1)-(\4/1—1—71_13—1—1)-(\8/1—1—71_13—1—1) 2.2.92 :
oile k—10=0, czyli k= 10.

Odpowiedz:
Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 128 dla k= 10.
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