Jarostaw Wroblewsk:i Analiza Matematyczna 1, zima 2024/25

KOLOKWIUM nr 1, 16.10.2024, godz. 8:30-10:00
Zadanie 1. (10 punktéw)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2801.n<2n+25.2806 ]

Rozwigzanie:
Dowdéd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n < 800.
Dla n <800 zachodza nieréwnosci
2801 < 2891.800 = 2801.2°.25 = 252806 < 2™ 4. 25. 2806
skad wynika prawdziwosé nieréwnosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 801.
Przeprowadzimy dowo6d indukcyjny.

1° Dla n =801 poréwnujemy lewa i prawa strone nierownosci danej w tresci zadania:
L=2%1.801,
P — 9801 | 95.9806 _ 9801 | o5 95 9801 _ 9801 4 gy, 9801 _ g1 . 9801
skad L= P.
2° Niech n > 801 bedzie taka liczbg naturalna, ze
2501 .5 < 2" 4252500

W celu przeprowadzenia zasadniczej czeéci dowodu indukeyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nierownosci wynika nieré6wnosé

2801 . (n+ 1) < 2n+1 +25.2806 .

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 801 otrzymujemy

L:2801'(n+1):2801'n+2801<2n+25'2806+2801<2n+25'2806+2n:2n+1+25‘2806:P,

co konczy dowdd indukeyijny.
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Zadanie 2. (10 punktow)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nier6wnosé

<3n> (2n) 2332

. > )
n n n
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

.23n—2 . . , 77
Dla n =1 mamy (37:‘) : <2:> =6 oraz % =0, a zatem dana w zadaniu nierownosé

przyjmuje postac¢ 6 > 6, jest wiec prawdziwa.
Zanim przystapimy do dalszej czesci rozwiazania, przepiszemy dowodzona nieréwnosé

w prostszej postaci:
(3n)!

3n—2
COEAC N

Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalng, ze
(3n)!

3n—2
CNEAC N
Chcemy wykazaé, ze
(3n+3)! S 9.3t
((n+1)H)?2-n!
Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
(Bn+3)!  (Bn)!-(Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)
(D)2 (D)2-(n4+1)2-(n—1)l-n
_ (3n)! ‘(3n—|—1)-(3n+2)-(3n+3)}2‘33n_2.(3n+1)~(3n+2)-3

(nh)?-(n—1)! (n+1)%2-n (n+1)n
>2.3"72.27=2.3"" = P,

o ile udowodnimy, ze
(3n+1)-(3n+2)-3
(n+1)-n
Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom
(Bn+1)-(3n+2) >9In(n+1),
M2 4+9In+2>n?+9n,

2>0,

>27.

a to jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnos¢ zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n.
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Zadanie S« (10 punktow)
10
Udowodnij, ze liczba log o495 <9> jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatozmy, ze liczba log 54 /95 (%) jest wymierna i niech
bedzie ona réwna —m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest
to liczba ujemna, bo podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a liczba logaryt-
mowana jest wieksza od 1). Wowczas otrzymujemy kolejno

10 m
10%(24/25) 9 =,

n

24\ ™" 10
(5%
24\ ™™ /10\"
) -(3)
25\™  [10\"
(1) ~(5)
25™. Q" = 10" 24™ .

Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-

mujemy
32n . 52m — 2n+3m . 3m . 577, )

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan:

0 = n+3m
2n = m
2m = n

Jednak powyzszy uktad rownan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwigzania mielibysmy

2m=n<2n=m,

czyli 2m <m, co nie moze by¢ prawda.
Inne rozumowanie: rozwigzujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze jedyne rozwigzanie
rzeczywiste m =n =0 nie jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych.

Doszlismy do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba 1og oy /95 (%O) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze liczba 10g 94 /95 (%) jest niewymierna.
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Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb
naturalnych, btedne jest kazde rozwigzanie oparte na rozktadzie, w ktorym:
e zamiast rozktadu na czynniki pierwsze wystepuje rozktad z potegami liczb ztozonych,
lub

e wystepuja wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, ze sa catkowite i nieujemne.

Zadanie 4. (10 punktow)
Udowodnij istnienie takiej liczby naturalnej n > 2, ze liczba

I1 loggy. i1 (2k+5)
=1

jest wymierna.
Rozwigzanie:
Dany w tresci zadania iloczyn

logs 7-1ogs9-log,; 11-logy 13-...-1log,, 3(2n+1)-log,, ;(2n+3)-log,, 1 (2n+5)
upraszcza sie do postaci
log;(2n+3) -logs(2n+5) =logs(2n+5) - log; (2n+3) ,

gdzie korzystamy z réwnosci
log, b-log, c=log,c

w celu dokonania uproszczen oraz z rownosci
log,b-log.d=1og,d-log.b

dla podania dwéch wariantéw uproszczonego wyrazenia. Ta druga rownos¢ okazuje sie
mie¢ tylko walory redakecyjne i faktycznie nie jest konieczna w rozwiazaniu (ale o tym
mozemy przekonaé¢ sie dopiero po przeanalizowaniu catego rozwiazania).

Zadanie bedzie rozwigzane, jesli dang w zadaniu liczbe przedstawimy w postaci ilo-
czynu dwoch liczb wymiernych, co ma miejsce wtedy, gdy liczby 2n+3 oraz 2n+5 sa,
w dowolnej kolejnosci, potega trojki i potega piatki. Nietrudno wskazaé, ze takimi licz-
bami (réznigcymi sie o 2) sa 25 i 27, skad przyjmujemy 2n+3 =251 2n+5=27, czyli
n=11.

Woéowezas 4

H 10g2k+1<2k +5)=log;27-logs25=3-2=6.
k=1

Odpowiedz:
Podana liczba jest wymierna dla n =11 i ma wtedy wartosé 6.
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