Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2023/24

Egzamin, 10.09.2024, godz. 9:00-11:00

Zadanie 1 (10 punktéw)
Oblicz caltke nieoznaczong

/x”- Va9 +1dx

dla odpowiednio wybranej liczby naturalnej n.
Rozwigzanie:
Przyjmiemy n = 8 i wykonamy podstawienie

t= Va0 +1,

czyli
Y =1"+1

oraz formalnie
19t18 dt =92% dx .

Otrzymujemy
1 1 19 19 ¢%0 19.¢20
8,19/ 9 — [ 91080 =2 [ 198 g4 =27 [ 494 =270 O — —
/m 29+ 1da 9/ 9+ 1928 dx 9/t19t dt 9/t dt=g- g5 +C="10+C
19
:7'<X9—|—1>20/19—|—C.
180
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Zadanie 2 (10 punktéw)
Wyznacz promien zbieznosci szeregu potegowego
< (pn)!-a”

PR EIT 1)

dla tak dobranej wartosci catkowitej dodatniej parametru p, aby promien ten byt dodatni
i skonczony.

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do szeregu (1) traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Otrzymujemy

(pn+p)! -z nl-(3n)!-n"
(n+1)!-(Bn+3)!-(n+ 1)L (pn)!-an

_ (pn+1)-(pn+2)-...-(pn+p)-|x| _
(n+1)-(3n+1)-(3n+2) (3n+3)- (=2)" (n+1)
(pn+1)-(pn+2)-...-(pn+p) ||

T (012 (Bn+1)-(Bn+2)-(3n+3) (L)

T (pn+1)-(pn+2)-...-(pn+p)  |z|
n=00(n+1)2-(3n+1)-(3n+2)-(3n+3) e
Poniewaz w mianowniku wyrazenia pod znakiem granicy znajduje si¢ wielomian piatego
stopnia, a w liczniku wielomian stopnia p, granica ta ma niezerowg skonczong wartosc¢
tylko w przypadku rownosci tych stopni, czyli p=>5, co daje

(5n+1)-(5n+2)-(5n+3)- (5n+4)- (5n+5) [z _5°-|z| |

lim

=00 (n+1)2-(3n+1)-(3n+2)- (3n+3) e 2Te
Tak wiec zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
, , . 3125z
wyrazow szeregu (1) réwnej e dla p=>5.
e
3125- 27
Jezeli 2561’:; <1, czyli |z| < 312652,7to szereg (1) jest zbiezny.
Jezeli zas 27.€|x| > 1, czyli |z| > ﬁ, to szereg (1) jest rozbiezny.
) . D e, . , 27e
Stad wniosek, ze promien zbieznosci szeregu potegowego (1) jest réwny 3195
I . o, 2Te
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma dla p=>5 promien zbieznosci 515"
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Zadanie 3 (10 punktéw)
Oblicz catke nieoznaczona

/(mG—i—l) -In (x6+7) dz .
Rozwigzanie:

Wykonujemy catkowanie przez czedci catkujac czynnik (z°+1) i rézniczkujac In (2°+7).
Otrzymujemy:

7 7 5
/(xG—I—l)-ln <x6—|—7) dr = <$7+x) -In <x6—1—7>—/<x7+$> -lg'j_?da::

x’ p z-(2%+7) 6a2°
() ) [ e

7 7 7
= <x7+:c> -In <x6—|—7)—$-/:v6dx— <x7+x> -In (x6+7)—€f;+6’.

Odpowiedz:
7 7
/<x6+1> In (x6+7> dx = <x7+x> ‘In (:1:6+7) —643;)—1-0.
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Zadanie 4 (10 punktéw)

Oblicz sume szeregu

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 1 A B

= =—+—.
n?+3n n-(n+3) n n+3
Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez n - (n+3) otrzymujemy
1=A(n+3)+Bn.

Dla n =0 otrzymujemy A =1/3, natomiast przyjecie n=—3 daje B=—1/3.
Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1 1M /1 1
SN_nzlnz—i-?m_BnZl(n_n—i-B)_
(G-
1 4 2 5 3 6 4 7 5 8

N 1 1 N 1 1 N 1 1 N 1 1 B
" \N-3 N N—2 N+1 N—1 N+2 N N+3/))

L1 1 1
3\1 2 3 N+1 N+2 N+3)°
co przy N dazacym do +oo zbiega do 11/18.

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 11/18.
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Zadanie D (10 punktéw)

Oblicz wartosé¢ catki niewtasciwe;j

7 dx
J x-(z+4)-(z+24)
Doprowadz wynik do postaci w-In p, gdzie p jest liczba pierwsza, a w liczbg wymierna.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkéw prostych:
1 A B C
=
z-(r4+4)-(z+24) =z z+4 x+24
1=A-(z4+4)-(z+24)+B-z-(x+24)+C-z-(x+4).

Podstawiamy! za x wartosci 0, —4 i —24 otrzymujac odpowiednio

dla z=0 1=96-A, skad A=1/96,
dla x=—4 1=-80-B, skad B=-1/80,
dla v =—-24 1=480-C, skad ~ C'=1/480.
Wobec tego?
7’ dz _701/96_1/80+1/480 B
v-(v4+4)-(x+24) | = w+d w247
1 oo
:@-(5&1|a:]—6-ln|a7+4|+ln\:v+24]) =
=1

1 1
= <1im <~(5-1n |z| —6-1n |z 44| +In \x+24|)>> —@-(SIH 1—6-In 5+1n 25) =

=00 \ 480
1 5. 24 1
-<lim1n$(x+)) (=6-In54+2-In5) =

T 480 \em= (z+4)5 ) 480
1424
:Ldn 1im+7x6 +i.1n5zi.1n1+L.1D5IL.1H5.
480 T—00 (1 + 4) 480 480 120 120

1
Odpowiedz: Podana catka niewlasciwa ma wartosé 120 -In 5.

o0

.71 71 71 . .
Uwaga: Catki 1/ o dx, 1/ mdaz, 1/ Y] dx sa rozbiezne, a granice

lim In =z, lim In (z+4), lim In (z+24)

Tr—00
sg nieskonczone, nie moga sie wiec pojawi¢ w rozwigzaniu w konfiguracji prowadzacej
do nieoznaczonosci oo — 0o.

Mozna tez wymnozyé wyrazenia po prawej stronie, ulozyé uktad trzech réwnan liniowych z trze-
ma niewiadomymi A, B i C, poréwnujac wspolczynniki przy jednakowych potegach z’a, a nastepnie
rozwiazaé ten ukltad réwnan.

2 Argumenty logarytméw sa dodatnie w przedziale catkowania, wiec moduly mozna pominaé.
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Poprawne wykonanie przejscia granicznego jest kluczowym elementem rozwigzania.
Bez tego elementu zadanie nie moze by¢ uzanane za rozwigzane nawet przy poprawnym
wyniku liczbowym, a rozwigzanie nie moze by¢ ocenione na wiecej niz 4 punkty.
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Zadanie © (10 punktéw)

Oblicz wartos¢ catki oznaczonej
2m
/cos?’x-cos?)x dz .
0
Doprowadz wynik do postaci w7, gdzie w liczbg wymierng.

Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-
nej.
Przyjmijmy z =cosx+isinz, co daje
n - n . 2" ) 2=z
Z"=cosnx+isinnr, 2z "=cosnx—isinn, cosnr=——0p—, sinnr=—0rp

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:

242N\ B4z (B4324327 14273 (BB 4279)
P ) 2 16

B 2543244322 42432243274 4276 _cosbr  3cosdr 3cos2r 1

cos® - cos3x = <

= + + +-.
16 8 8 8 8
Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze caltka z cosinusa po pet-
nym okresie jest zerem, pozwala wydatnie uproscié¢ obliczenia):
2
/COS3 x-cosdx dr =
/ .

27rCos 6x 3cosdr 3cos2x

8+8+8

1

NS

Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ m/4.
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