Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

423. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f

okreslonej wzorem f(x)=+v/z2+1.

Uwaga: Nie wolno uzywacé reguty de I’'Hospitala lub w inny sposéb omijaé bezposrednie korzystanie z definicji

pochodnej. Ta sama uwaga dotyczy kolejnych dwéch zadan.

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na roéznice kwadratow otrzymujemy:
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424. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f

okreslonej wzorem f(z)= /z na przedziale (0, +00).

Rozwigzanie:
Stosujac definicje pochodnej oraz wzér na roéznice czwartych poteg otrzymujemy:
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425. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodna funkcji f

okreslonej wzorem f(z) = v/a¥+1.
Rozwigzanie:

Stosujac definicje pochodnej oraz pieciokrotnie wzor na réznice kwadratow otrzymujemy:

f’(x):limM:hm V1 — Vi +1 _
y—e Yy—x Yy y—1x

Y8 —®

R (VFF+T+ Va3 +1) - (VF+ T+ Vs +1) - (y—2)
(y—=z)-(y+x)-(°+9%) - (z* +y)

—im (y+a)- (2 +y%) - (=' +y7) _
= (VP T4+ Vas 1) - (VP F 1+ Vs +1)
B (x4x)- (22 +22)- (z* +2)
(VAR 1+ VB 1) (VaS+ 14Vt +1)
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W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka
nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

426.

427.

428.

429.

430.

431.
432.

433.

434.

435.

flx) =z f(1)=1/3 f(8)=1/12 f@en=1/27
1 / _ / — _ / —
flx)= Y f)=-1/2 f(2)=—8/125 f(3)=—-3/250
f(x)=In (2" +1) +arctg? =1 f(2)=4/5 f'(3)=3/5
flx)=In(2"+1) f(1)=3/2 f(2)=4/3 f'(3)=27/28
f(x) =arctg (2*) fl(h=1 f(2)=4/17 f(3)=3/41
flx) =24z +1 F(0)=12 F(1)=12/5 f(2)=12/7
flz)= V2P —z+8 f(-1)=1/6 f(0)=-1/12 ff(1)=1/6
1 / o ! o / _
f(m):m f(=1)=1/27 f(0)=0 f)=-1/27
1 / _ / o / _
f(ﬂf):m f(=1)=-1/80  f(0)=1/320  f(1)=—1/80

f@)=V8z+1-V72+1  f(0)=4  f(1)=37/6  f'(3)=303/40

436. Wyznaczy¢ rownanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych pa-

rabol: paraboli o rownaniu y ==

2 oraz paraboli o réwnaniu y = 2% — 8z.

Rozwigzanie:

Niech (a,

a?) i (b, b —8b) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-

kresow funkeji okreslonych wzorami f(z)=z? i g(z) =2 —8z. Poniewaz f'(z) =2z
oraz ¢'(x) =2z —8, réwnanie szukanej prostej ma jednoczesnie postacé

czyli

y=f'(a)-(e—a)+ f(a) oraz y=g(b)-(t—b)+g(b).

y=2a-v—a* oraz y=(2b—8)-x—b>.

Aby obydwa powyzsze réwnania definiowaty te samg prosta, musza zachodzi¢ réwnosci

20=2b—8 oraz —a’=—b.

Z drugiego rownania otrzymujemy a==+b, a poniewaz pierwsze rownanie daje b—a=47#0,
musi by¢ a=—b. Stad b=2 oraz a = —2.
W konsekwencji szukana prosta ma réwnanie
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437. Na potrzeby tego zadania prostg nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 2?+2 oraz do paraboli o réwnaniu
y=—x%. Wyznaczy¢ réwnania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, —b*) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okredlonych wzorami f(z)=1z%+2 i g(r) = —z?%. Poniewaz

f'(x)=2z oraz ¢'(z)=-2x,
rownanie szukanej prostej ma jednocze$nie postac

y=f'(a)-(x—a)+ f(a) oraz y=4g(b)-(x—0b)+g(b),
czyli
y=2a-r—a’*+2 oraz y=-2b-z+b*.

Aby obydwa powyzsze rownania definiowaly te samg prosta, muszg zachodzi¢ réwnosci

20=—2b oraz —a’+2=0".
7, pierwszego roéwnania otrzymujemy b= —a, co po wstawieniu do drugiego réwnania
prowadzi do a ==+1 oraz b= F1.

W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich rownania to

y=2r+1 oraz y=-2z+1.

438. Na potrzeby tego zadania prostag nazwiemy fajng, jesli jest styczna do obydwu
nastepujacych parabol: do paraboli o réwnaniu y = 22 +2 oraz do paraboli o réwnaniu
y =222, Wyznaczyé rownania wszystkich fajnych prostych.

Rozwigzanie:

Niech (a, a®+2) i (b, 2b?) beda punktami stycznosci szukanej prostej odpowiednio do wy-
kresow funkcji okredlonych wzorami f(z)=2%+2 i g(x) =222 Poniewaz
fl(x)=2x  oraz  ¢'(z)=4x,
rownanie szukanej prostej ma jednoczeénie postac
y=[f'(a)-(x—a)+fla) oraz  y=g'(b)-(x—b)+g(b),
czyli
y=2a-x—a*+2 oraz y=4b-x —2b* .
Aby obydwa powyzsze réwnania definiowaty te samg prosta, musza zachodzi¢ réwnosci
2a=4b oraz —a’+2=-2".
7 pierwszego rownania otrzymujemy a = 2b, co po wstawieniu do drugiego réwnania

prowadzi do b= =1 oraz a = %2.
W konsekwencji istniejg dwie fajne proste, a ich rownania to

y=4r—?2 oraz y=—4r—2.
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439. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem
flx)=14z+2yx.

Funkcja g jest ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f:

g9(x) = f(ffC- ff(2)-2))) -
Obliczy¢ ¢’ (100).
Rozwigzanie:

Niech f,, bedzie ztozeniem n egzemplarzy funkcji f. Udowodnimy przez indukcje, ze
ful@) = (Va+n)’
1° Zauwazmy, ze
fila) = f(x) = (Va+1)"
zatem dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla n = 1.
2° Zaktadajac
fal@) = (Va+n)",
otrzymujemy

fn+1(x)=f(fn(w))zf((\/i+n)2>=< (\/E+n)2+1>2=(\/5+n+1)2,

co konezy zasadniczg czes¢ dowodu indukcyjnego.

Poniewaz g = fio0,
d 2
g'(x)=— (VZ+100) =2 (v +100) -
skad ¢'(100) =11.

1 100 100
_ Vel

NN

440. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= /23 +° jest
rozniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

7 definicji pochodnej otrzymujemy

— 3 L b 33 L b 3+
f’(O)zlin%wzlir%m: im = ’ +x —hrn\/l—l—ac2
T— €T — T— €T T—

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna w zerze.

441. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z) = vz + 8 jest
rozniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:

7 definicji pochodnych jednostronnych otrzymujemy

P07 =t T@SO _y VaTES VTRt

= 1m
z—0+t z—0 z—07F X z—07t \4/ x4 z—0t x
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— lim Vi+22=1

z—0t

oraz
10— f(:L’)—f(O) . 4$4+:U6 . 43:44_356 ) 4x4+x6
f/(07) = lim g YU, VRS Vet
z—0~ x—0 z—0~ €T z—0~ —|1," rz—0— —\/ﬁ
4 6
=— lim R tx =— lim Vitat=—1.
z—0~ x z—0—

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sa rézne, funkcja nie jest tam roz-
niczkowalna.

Odpowiedz: Funkcja f nie jest rozniczkowalna w zerze.

442. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem
fla)=VVa2+1-1

jest rézniczkowalna w zerze.

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodng prawostronng funkcji f w zerze:
h2
't . f(R)=f0) .. JVREFI-1-0 \/(\/h2+1+1)-(\4/h2+1+1)
f/(07)= lim ——————~*= lim = lim =
h—0t h h—0t h h—0t h
) 1 1 1
= lim = =—.
h*“\/(\/h2+1+1)-(\4/h2+1+1) V22 2
Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:
h2
. _ f(R=f0) . JVREF1I-1-0 \/(\/h2+1+1>-(\4/h2+1+1)
f(07)= lim ~————== lim = lim =
h—0~ h h—0- h h—0- —|h|
1 1 1

= lim — =— =——

(VR (VAR T 1) V22 2

Poniewaz pochodne jednostronne funkcji f w zerze sa rézne, funkcja ta nie jest roz-
niczkowalna w zerze.

443. Wyznaczy¢ taka wartos¢ rzeczywistg parametru a, ze funkcja f okreslona wzo-

rem
flx)=vV Vit l—1+a VVaitii—1

jest rézniczkowalna w zerze.
Rozwigzanie:
Obliczamy pochodng prawostronng funkcji f w zerze:

0% = tim LSO VYRR L Y VR T- 1 £(0)
h

h—0+ h h—0+
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\ h2+ it \Z%\/hT-&-l)(\/hT-H)_

= lim

1 1
M*(V ViErTe WW—HH).(W—HH))ﬂ“ﬂ V2

Analogicznie obliczamy pochodng lewostronng funkcji f w zerze:

P0) = tim TR =IOy VW= 1 JVRTHT-1-1(0)
h

h—0— h h—0—

+CL' he 1
) (VRTH1+1)-(VRT+1+1)
= lim —
h—0— —|h|

= lim

1 1 1 a —1—a
M(\/mﬂa'y(m—ﬂﬂ).(w—ﬂﬂ))ﬁ“ﬂ V2

Funkcja f jest rozniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy f/(07)=f(07), czyli

I+a —1-a
V2 V2
co zachodzi dla a = —1.
Odpowiedz: Podana funkcja jest rozniczkowalna w zerze dla a = —1.

W kazdym z kolejnych 7 zadan dla podanej funkcji f;:IR — R podaj wartosci pochod-
nych jednostronnych funkcji f; w zerze.

444. fi(x)=Vva?+1-1 f1(07)==1//2 f(0H)=1/v/2
445, fg(a:):\/ 202 +1—1 f3(07)=—1 f07) =1
446. f3(x)=VvVar4+4-2 f07)=—=1/2 fi0h)=1/2
447. f4(a:):\/ 812+81—-9 f1(07)=—2/3 f1(01)=2/3
8. fy(x)=VV2a? 11 07 = —1/v/3 07 =1/v/3
149, fo(z)=VV2+16—2  f0)=—1/(42)  £(0")=1/(4V2)

150. fo(0) =\ VR FR1-3 f0)=(v2)/(3v8) F07)=(v3)/(3v3)
451. Funkcja f: (0, +00) — R jest okreslona wzorem

f(x)zln(ex—i—i).

em_
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Funkcja g jest ztozeniem 2024 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=fFCFUf(2)--))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/E) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu

1 e’ +1
y= et—1) "

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych
e’+1

T er 1’

eV —eV=e"+1,

eY

e’-eV—et—eV=1.

Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
roOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x=y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(z))=x dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej x.
W konsekwencji g(x) ==z dla >0 1 ¢ () =1. W szczegblnosci ¢’ (x/E) =1 jest liczbg
wymierng.

452. Funkcja f: 7 — Z, gdzie Z =R\ {1}, jest okreslona wzorem

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=fFCFf(2)-)))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/§> jest wymierna.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest krzywa o réwnaniu
x

VST

Przeksztatcanie tego réwnania prowadzi kolejno do réwnan réwnowaznych

Pyt =3

Pyt =t 447
Poniewaz ostatnie réwnanie nie zmienia si¢ przy zamianie x i y, krzywa opisana tym
rOwnaniem jest symetryczna wzgledem prostej o réwnaniu x=y. To oznacza, ze funkcja f
jest odwrotna sama do siebie, czyli f(f(z)) =« dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1.
W konsekwencji g(x) =z dla x # 1, wobec czego ¢'(z) =1. W szczegdlnosei ¢’ (\/5) =1
jest liczbg wymierng.
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453. Funkcja f: Z — Z, gdzie Z =R\ {0, 1}, jest okreslona wzorem

Funkcja g jest ztozeniem 666 egzemplarzy funkcji f:

9(@)=ffFfCFf(2)--))
Rozstrzygnaé, czy liczba ¢’ <\/§) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

33—
fa=Y" o L

T

skad
B | D e B L R O i |
f(ﬂm))_ill_(f(x))g_ijl 1_;3—3#1 wj;l‘dl $3—1_JSB3—1

1 1
fffx :31_73:31_ 1 :31+$3— :31’3:1'.
D J ((F(@)) $ﬁ4 ” :

Z otrzymanej réwnosci f(f(f(z))) =z wynika g(x) =2z dla z € Z, co daje ¢'(z)=1.
W szczegdlnosei ¢’ (\/§> =1 jest liczba wymierna.

oraz
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