Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

341. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a- {22} +b-{22}* +c- {a},
gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.
W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f

zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, ¢=0 b) a=-2, b=2, ¢=0
¢) a=NIE, b=NIE, c=3 d)a=2, b=-2, c=0
e)a=-3, b=3, c=0 f) a=NIE, b=NIE, c=5

342. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
1
f(x)=a-{2z}+b-{z}+c- {x—|—2} ;

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktéw uzupetnij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=-1, c¢=-1 b) a=-2, b=2, c¢=2
c)a=-3, b=3, ¢c=3 d)a=4, b=—4, c=-4
e)a=-5, b=5 c=5 f) a=—6, b=6, c=6

343. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
ar’+br+c dla  x<0
{ dr+e dla 0<x<1
ar’+br+c dla 1<z
W kazdym z podpunktéw uzupehij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wlasnosci nie istnieja.

fx)=

a)a=1, b=2, ¢=3, d=3, e=3
b)a=1, b=2, ¢=NIE, d=4, e=NIE
c)a=1, b=3, ¢c=5, d=4, e=5
d)a=2, b=7 ¢c=8, d=9, e=8
e)a=6, b=7, ¢=10, d=13, e=10

f) a=6, b=3, ¢=8, d=9, e=8
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344. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
flo)=a-{z}+0-3),
gdzie {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {z} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.
Wyznaczyé¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciggla.

Rozwigzanie:

Funkcja f zalezy od {x}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagla we
wszystkich punktach niecatkowitych. Pozostaje zbadaé ciagtos¢ funkeji f w punktach
catkowitych, a wobec jej okresowosci, wystarczy zbadaé ciggtos¢ w punkcie 1.

Poniewaz

lim f(x)=a+3b

r—1—
oraz

lim f(x)=f(1)=b.

z—1t
funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,

czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.

345. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

f(a:):a~{2x}+b-{2x—|—1}+c«{x}—|—d-{x—i—;},

gdzie {y} oznacza czes¢ utamkowa liczby y.

W kazdym z podpunktow uzupeinij brakujace liczby rzeczywiste tak, aby funkcja f
zdefiniowana powyzszym wzorem byta ciggta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczby rze-
czywiste o zadanej wtasnosci nie istnieja.

a)a=1, b=2, ¢=-3, d=-3

b) a= -5, b=2, ¢=3, d=3
¢) a= NIE, b= NIE, c¢=3, d=4
d)a=2, b=3, ¢c=-5 d=-5
e)a=-9, b=3, ¢=6, d=6

f) a= dowolne, b= —6-a, ¢=6, d=6

346. Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fx)=a{z}? +b{z}* +c{z}+d,
gdzie {z} oznacza czesé utamkowa liczby .
W kazdym z podpunktow uzupetnij brakujaca liczbe tak, aby funkcja f zdefiniowana

powyzszym wzorem byta ciagta. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba o zadanej wtasnosci
nie istnieje.

Lista S8R - 214 - Strony 213-224



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24
a)a=-5 b=2 ¢=3, d=4
b)a=1, b=—-4, c¢=3, d=4
c)a=1, b=2, ¢=-3, d=4

d)a=1, b=2, c¢=3, d=NIE

347. Wyznaczy¢ wszystkie pary parametréw rzeczywistych (a, b), gdzie a <b, dla
ktérych funkcja f: IR — R okreslona wzorem

4 dla z<a
flz)= { |z2—5| dla a<x<b
4 dla b<zx
jest ciagla.
Rozwigzanie:
Oczywiscie funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie réznym od a i b.
Ponadto
o fla)=4
oraz

fla)= lim+f(x) = ’a2—5

r—a

Y

skad wynika, ze funkcja f jest cigglta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

4= ‘a2 — 5‘ .
Przeksztalcanie powyzszego rownania prowadzi kolejno do
a’*—5==+4,
a’*=5+4,
skad a € {-3, —1, 1, 3}.
Podobnie
lim f(z) = |b* ~ 5
oraz

f(b) = lim f(z) =4,
skad wynika, ze funkcja f jest ciggta w punkcie b wtedy i tylko wtedy, gdy
4=[>-5

Y

czylibe {-3, —1, 1, 3}.
Zatem funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy a,be {—3, —1, 1, 3}, co w pota-
czeniu z warunkiem a < b prowadzi do szeciu par (a, b) spetiajacych warunki zadania.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spelnione przez pary (=3, —1), (=3, 1), (=3, 3),
(-1, 1), (-1, 3), (1, 3).
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

logy (#2+7) dla z<a

348. f(x):{ 3 dla a<z<b a= —1, b= 1.
logy (#247) dla  b<=x
log, (z2+7) dla z<a

349. f(x):{ 4 dla a<z<b a= —3, b= 3.
log, (z2+7) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

350. f(x):{ 5 dla a<z<b a= —5, b= 5.
logy (#2+7) dla  b<=z
logy (22 +7) dla z<a

351. f(x):{ 6 dla a<z<b a= —V57, b= V57.
logy (#2+7) dla  b<=z
log, (z2+7) dla z<a

352. f(:c):{ 7 dla a<z<b a= —11, b= 11.
log, (z2+7) dla  b<=z

353. Podaé wszystkie trzy pary parametrow (a, b), gdzie a <b, dla ktérych funkcja
f:R— R okreslona wzorem

3 dla a<z<b
z dla b<zx

z dla r<a
f(ﬁf):{

jest ciagla.
a=-1, b=0 a=-1, b=1 a=0, b=1

354. Podaé wszystkie sze$¢ par parametréw (a, b), gdzie a < b, dla ktérych funkcja
f:R—R okre$lona wzorem

6 dla z<a
f(a:):{|x2—10x+15| dla a<z<b
6 dla bz
jest ciggla.

a=1, b=3 a=1, b="T7 a=1, b=9

a=3, b="17 a=3, b=9 a="T7, b=9
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W kazdym z pieciu ponizszych zadan podaj takie liczby rzeczywiste a < b, aby funkcja
f:R— R okreslona podanym wzorem byta ciggta.

355.

22
356. )
x
357. )
x
flz)= { :H;2
358. )
f(x)= {x~|—6
2
359. )
x
flz)= { 2

dla r<a
dla a<xz<bd
dla b<z
dla r<a
dla a<xz<b
dla b<zx
dla r<a
dla a<<z<bd
dla b<z
dla r<a
dla a<x<b
dla b<zx
dla r<a
dla a<<z<bd
dla b<z

a= —1,
a= 0,
a= —1,
a= —2,
a= 0,

W kazdym z trzech ponizszych zadan podaj takie trzy pary liczb rzeczywistych a <b,
aby funkcja f:R — R okreslona podanym wzorem byla ciggla.

3 dla
360. f(r)=

3 dla

28 dla
361. f(z)=1 642% dla

28 dla

22 dla
362. f(r)=1 6423 dla

2?  dla
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64dr dla a<<z<b

b<zx

r<a
a<z<b

b<zx

r<a
a<z<b

b<z

- 217 -

a= —8,
a= —8,
a= 0,

a= —2v2,
a= —2v2,
a= 0,

a= —2,
a= —2,
a= 0,
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W kazdym z ponizszych zadan podaj wartosé¢ granicy funkcji lub granicy niewtasciwe;j
+00 =00 albo —oco. Wpisz literke R, jesli nie istnieje granica ani granica niewtasciwa.
Mozesz wykorzysta¢ granice

) 1\*
lim (1—}—) =e.
T—00 x

363. lim log(mfg)a:: —00

z—0t

364. xh_%h log(\/ﬁ%)x: 400

365. lim log(m%)x: +00

Tr——+00

366. lim log(\/ﬁi?))a:: —0o0

r——400

367. lim (\/ﬁ—B)xz oo 368. lim (\/1_3—3>x: 0

r——+00 rT—+00

369. lim (\/1_7—3)93: 0 370. lim <\/1_3—3)x: +o0

r——00 T——00

371. lim arctger = =/2 372. lim arctg2x = =/2

r——+00 r——+00

373. lim arctg<\/17—4>az: /2

Tr——+00

374. lim arctg <\/ 13— 4> T= —7)2

T—+00
375. li Va—4 1/48 376. li r—64 16
LM = . lim =
264 1 — 64 / r—64 \/x —8
3
) xr—4 ) 1/x
377. lim Vo4 1/3 378. lim 2°" = 4oo
r—64 \/5_8 7—0+
. 1/z . 1/x
379. lim 2% = 1 380. lim 2% = o
x—07 T—+00
381. lim 22 = 4 3g2. lim 227 = o
r—0F r—0"
383. lim 2° = 4
rT—+00

384. lim {logyx}= 1

r—16—

386. lirlréi{logga:}: 1/3
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385. mEl;IéJr {log,z}= 0
387. xlirfé {loggz}= 1/3
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2 xr 3 X
388. lim <1+> = ¢ 389. lim <1+> = ¢
r——+00 x rT—+00 x
1\ @+4) \ . 1 (x+27)* N
390. lim (14— = ¢° 391. lim (1+— =5
r—400 xT T——+00 xrt
437 4®
392. lim 2 =32 393. lim 3° =9
394. lim 4% —64
395. mllgloo (10g2 (x+32)—log, (x—|—4)) =0
396. lim_ (logy (32z+1) —log, (x+4)) =5
397. lim_ (log, (322 +1) —log, (4z+1)) =3
1 Vaz24+1 4 VazrZ+1
398. lim (1+) —e? 399. lim <1+> =eb
r—+00 €T r—+00 x
1 VAaz2+1 1 2214
400. lim (14— =/e 401. lim (14— = Ve
z—+00 4x z—+00 4x

402. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreélonej wzorem
flx)= Vat+ad+a2.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
2 2 2 2
43,2 4,3, T 3T _(2 x) 3-x
Attt ="+t +—+ =(z°4+=) +——20,
4 4 2 4 7
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyzanaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

4
. f(x) . Vat4ad4a? _ x4+x3+x2

a= lim ~—~—+= lim —— = lim lim 1—|— +—

r—+00 T——+00 x T—+00 a:—>+oo xQ
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b= lim (f(z)—az)= lim (Vattaita?—z)=

T—+00 T—+00

(2t 423+ 2?) — 2t B

S T e ta) (Ve T P 2

I x3—|—x2
= lim =
T oo (\/x4+x3+x2+x) (\/x4—|—x3+x2+x2>
14! B 1 1
C(1+1)-(14+1)  4°

S e e ) (Ve e )

W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru

. st—t1
s—t= :

(s+1t)-(s2+1?)

Wyznaczajac asymptote przy x— —oo pam1e;tamy, ze w tym przypadku nalezy przyjaé
zalozenie x <0, a w konsekwencji © = —|z| = V1t

. flx) Va4t a2 Vil
a= lim — = lim ——= lim ———=
T——00 €T T——00 —

T——00

44 234 22 1 1
= lim |- Tt = lim [—y/1+—+—=]=-1.
T——00 x4 T——00 T 2
b= lim (f(r)—ar)= lim (v4x4+x3+x2+x):

(2 + 23+ 2?) — 2 B

S T e a) (Ve r s a2

. o3+ 22
= lim — =
T——00 <\/a:4+x3+:c2 —x) : (\/x4+x3+a:2+x2)
_ 127! I 1+az7! B
T on s (Y VT T oot (Yairoia? N
() () () ()
, 1+271 1 1
= lim 1 = =——.
romoo (YT T+ 2-1) - (Vita T2 2+1)  (-1-1)-(1+1) 4
Tyma razem skorzystaliSmy ze wzoru
st—t
s+i= .
(s—1t)-(s2+1?)
I : . , 1
Odpowiedz: Dana funkcja ma w +o00 asymptote ukosna o rownaniu y =x + 1 na-
1

tomiast w —oo asymptote uko$ng o réwnaniu y = —x — i
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403. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem f(z)= vai+ 423+ 62241 .
Uwaga: Treéé zadania jest poprawna - pod pierwiastkiem niczego nie brakuje - ma byé tak jak jest napisane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
et 4423 4622 + 1 =t + 423 + 42 + 2%+ 1 = <x2—|—2x)2+2x2+ 1>0,
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na calej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f

jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot ukosnych/poziomych.

f(x) . Vi + 423462241 ) jx4+4x3—|—6x2—|—1
= lm = lim =

a= lim —= =
r—+00 T—+00 x T—+00 x4
. 4 4 6 1
= lim /1+—+—+—=1.
z—+00 x 22 xt

b= lim (f(z)-ax) (Va'+ 425+ 622 +1—2) =

= lim
T—-+00 r—-+00

(z*+ 423+ 622 +1) — 2*

z—+00 ({7$4+4x3+6x2+1+x) : (\/x4+4x3+6x2+1+$2>
, Ax3 + 622 +1
= lim =
z—+o0 ({4/a:4+4x3+6x2+1+x) : (\/x4+4x3+6x2+1+$2>
. A4 6x 4273
—= 1m =
zotoe (YT+da T+6r 242 +1) - (VI+do T+62 2z +1)
4

(I+1)-(141)
W powyzszych rachunkach skorzystaliSmy ze wzoru
st—t

(s+1)-(s24+12)

s—t=

Wyznaczajac asymptote przy £ — —oo pamietamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac
zalozenie x <0, a w konsekwencji © = —|z| = — Vit

. flx) AVt Ard 46224 1 _ VrrArd 462241
a= lim —== lim = lim —

T——00 T T——00 x T ——00 _ 14/3:.4

. 443 +622+1 . 4 6 1

b= lim (f(z)—az)= lim (Va'+423+622+1+z)=

r——00 r——00

Lista 8R - 221 - Strony 213-224



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

— lim (a* +42® + 622 +1) —2* B
z——00 (f‘/x4+4x3+6x2+1—x> : <\/x4+4x3+6x2+1+x2)

i 4a® + 622 +1
= 11m —_=
r==o0 (Yat 4 a3+ 622 +1—x) - (Var + 423+ 622+ 1+ 2?)
I 446z 273
= 1m =
r——oo ( Vrltdz3+6a2+1 Vzi4+4z346224+1
( T4 Az 46221 _ 1) - ( TEATEGETEL | 1)

xT

) 446z 14273
= e Nvrs s G
(P ) (S )
I 446z 14273
= 1m =
T—=—00 (— V1+dr1 4622 +24— 1) . <\/1 —|—4x—1—|—6x—2—|—x—4—|—1>
C(=1-1)-(1+1)

Tym razem skorzystaliémy ze wzoru
st—t
(s—t)-(s2+12)
przy s=Val+4r34+622+1>01it=2<0, a wiec w sytuacji, gdy s—¢ jest dodatnie,
a w konsekwencji rézne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w +oo asymptote uko$ng o rownaniu y =x+ 1, nato-
miast w —oo asymptote ukosnag o rownaniu y=—x — 1.

404. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f okreslonej wzorem f(z)=x+ Va4 27+ 2647 .
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
23\? 326
DB a2l +7= <x4+2> +T+7>O,
skad wynika, ze funkcja f jest okreslona na catej prostej rzeczywistej. Poniewaz funkcja f
jest ciggla, nie ma ona asymptot pionowych.

Przystepujemy wiec do proby wyznaczenia asymptot uko$nych /poziomych.

 fle) . a4V 25T oS+ aT+ab 47
a= lim —== lim = lim 1+ =
r—+o00 r——+00 €x r——+00 xS
1 1 7
= lim 1+\71+++=1+1:2.
r——400 T I2 l’8

b=1lim (f(x)—ax)=1lim (:E+\8/:B8+937+:B6—|—7—2x):lim (\8/:B8+x7+x6+7—x):

Tr—-+00 T——+00 T——+00
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’ (42" +a%+7)—
= 1m =
@—-+oo (x/x8+:c7—|—x6—|—7—|—x) ({1/:1:8+:c7+:c6—|—7—|—:c2) : (\/x8+x7+x6+7+x4>

~ i T+ ab+7 B
_r—1>+°o(\/x8+x7+x6+7+x) (Vad+aT+a5+7+22) (VaS+aT+ab+7+a4)
: 1+l+l
= lim
ot (1414 S+ T4 1) (Y142 + 5+ 541 (V1+1+ 5+ 5 +1)
1 1

T (1+D)-(1+1D)-(1+1) 8
W powyzszych rachunkach skorzystaliémy ze wzoru
58 —¢8

ST T D (24 8) (st

Wyznaczajac asymptote przy ©— —oo parm@tamy, ze w tym przypadku nalezy przyjac

zatozenie x <0, a w konsekwencji z = —|z| = — Va8,
o fe) L VBT a7 VoS + a7+ a6+ 7
a= lim —== lim = lim |1+ S =
T——00 T——00 T T——00 — /18

542742047 17
:1m1(1—jx'ﬁ”ix'%):=1ml(1—€1++—2+»8)=1—1:o.
T——00 €T T——00 xT T X

b= lim (f(x)—az)= lim (s+ Va5 FaT+a017) =

Tr——00 Tr——00

Y (28 +2"+284+7)—
= lim =
z——00 (\/x8+x7—|—x6+7 :L‘) (\4/958—|—x7+x6+7+x2) : (\/x8+x7+x6+7+x4)

i a2 47 B
e 00(\/:1:8+937+x6+7 93) ({1/:)38+:E7+:v6+7~|—:r2>-(\/$8+x7+$6—|—7—|—x4)_

" 1+14L
= 1m =
xﬁ—a>(¢ﬁiﬁiﬁ:* 1) (Vﬁiﬁiﬁi’+l) (¢ﬁiﬁ:ﬁi*+1)

1+14%
xi@w(@m_l),(mﬂ),(mﬂ)
Vo Vs Vs
y 1+l+l
= 11m
oo (T it Lt 2 1) ((T it ot m+1)-(JI+ i+ 5+ 5+1)
1 1

T (—1-1)-(1+D)-(1+1) 8
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Tym razem skorzystaliémy ze wzoru
58 —¢8
(s—1t)-(s2+12)- (s*+t4)
przy s= Va8 +17+15+7>0 1 t=x<0, a wiec w sytuacji, gdy s—t jest dodatnie,
a w konsekwencji rozne od zera.

s+t=

Odpowiedz: Dana funkcja ma w 400 asymptote ukosng o réwnaniu y = 2x + 3’
1

natomiast w —oo asymptote poziomg o rownaniu y=—-—.

8
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