Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Kolokwium nr 3: éroda 29.11.2023, godz. 8:15-9:45, material zad. 1-340.
7. Funkcje ciggle.
Przyklady z wyktadu.

317. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f (@)= fw)l <|lz—yl,
gdzie f(z)=+x?+37.
318. Dana jest funkcja f:R — R okreSlona wzorem
fla)=Va2+108.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé

[z~
@) = FWI< 00

319. Niech funkcja f:[8, co) — R bedzie dana wzorem f(x)= /r.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [8, 00) zachodzi nier6wnosé

[z -yl
@)=yl < =5

1
320. Niech funkcja f:[4, c0o) — R bedzie dana wzorem f(z) = NG
T

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
(@) = FWI< 6~

Zadania do oméwienia na éwiczeniach
w pigtek 24.11.2023 i wtorek 28.11.2023.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!

321. Dana jest funkcja f:R — R okredlona wzorem f(x)= v/22+10%. Dowiesé, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nier6wnos¢

[z —y|
(@) = f)l< 5~

322. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
fla)=vVait1.

Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fy) <]z —y|.

323. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(z)= /2% +108. Dowies¢, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnosé

[z~
@) =l < 5~
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324. Niech funkcja f:[1, 0o) — R bedzie dana wzorem f(z)= "/z.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, 00) zachodzi nier6wnosé

[z -yl
(@) = f)I< =5~

1
325. Niech funkcja f:[3, 00) — R bedzie dana wzorem f(x)= — . Dowies¢, ze dla
x

dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [3, 00) zachodzi nieréwnosé

@) - f <2

25
1
326. Niech funkcja f:[16, c0) — R bedzie dana wzorem f(z)= T
x
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [16, 0o) zachodzi nieréwnosé
[z —yl
(@)~ )] < 2

1
327. Niech funkcja f:[8, c0) — R bedzie dana wzorem f(x)= =

Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [8, oo) zachodzi nieréwnosé

[f(2) = f)<C-lz—y|.

a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/60.
b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/80.

328. Niech funkcja f:[25, 00) — R bedzie dana wzorem f(z)=+/x.
Zdanie Z: Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [25, 00) zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fW)<C-lz—y|.

a) Dowies¢, ze zdanie Z jest prawdziwe dla C'=1/10.
b) Dowiesé, ze zdanie Z jest falszywe dla C'=1/12.

329. Dla funkcji f: (0, oo) — R okredlonej wzorem f(z) = x* wskaza¢ odpowiednie
liczby rzeczywiste dodatnie z, y i udowodnié¢ nieréwnosé

|f(x) = f(y)] >100-|z—y|.

1
330. Dla funkcji f: (0, o) — R okreslonej wzorem f(x)=— wskaza¢ odpowiednie
x

liczby rzeczywiste dodatnie x, y i udowodni¢ nier6wnos¢
|f(x) = f(y)| > 100z —y].

331. Dana jest funkcja f:R — R okreSlona wzorem
flx)=va?2+108.

Dla wybranych przez siebie liczb rzeczywistych z, y udowodnié¢ nieréwnosé

[f(2) = f(y)[>0,6-[z—y].
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332. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
flz)= V2241016

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé

[z —y|
|f($)—f(y)|<m-

333. Dowies¢, ze rOwnanie cosx =2 ma co najmniej jedno rozwigzanie.

2

334. Dowies¢, ze rOwnanie cosx =z~ ma co najmniej dwa rozwigzania.

335. Dowied¢, ze réwnanie
2292 1 =2023

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

336. Dowies¢, ze rownanie
x? =2571% cosx

ma co najmniej 10 rozwiazan rzeczywistych.

337. Dowies¢, ze roGwnanie
1000000 19 — (1,000001)"

ma co najmniej jedno rozwigzanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢é moze niepo-
trzebnie duzy) przedzial, w ktérym znajduje sie rozwiazanie.

338. Rozwazamy funkcje f: [0, co) — R okreslong wzorem

fl@)=vu.

Udowodni¢, ze funkcja f nie spetnia warunku Lipschitza!.

339. Udowodni¢, ze funkcja z poprzedniego zadania jest jednostajnie ciggta®. W tym
celu udowodni¢, ze dla kazdych x,y > 0 zachodzi nieréwnos¢

[f (@)= fWI<ylz—yl.

340. Dla ktorych liczb
n€{2, 4, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10°, 10", 10*, 10", 10"}
wykres funkcji
flz)=2°
przecina wykres funkcji
g(z)=2"+4,

jezeli za jednostke na osiach przyjmiemy 1 cm? Przyja¢ promien wszechswiata réwny
10% ¢cm. Punkty przeciecia wykreséw lezace w innych wszechéwiatach nas nie interesuja.

"Méwimy, ze funkcja f spelnia warunek Lipschitza, jezeli istnieje taka stala C, ze dla kazdych z,y€ Dy
zachodzi nieréwno$c¢

[f (@)= fWI<C-le—yl.

2W tej chwili nie musisz znaé i rozumieé¢ pojecia jednostajnej cigglosci. Zadanie polega na udowod-
nieniu podanej nieréwnosci.
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