Jarostaw Wroblewsk:

Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

W kazdym z ponizszych zadan podaj dziedzine funkcji f okreslonej podanym wzorem.
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Lista 6R

f@)=\/(z—1)-(z—4)

fl@)=y(@—1)-(z—4)

fl@)=y(z—1)" (x—4)

fla)=\/(22=1)-(x—4)

fla)=\/(z—1)- (22— 4)

f(x)=\/(22=1)- (22 —4)

fla)=y/ (22~ 1) (22— 4)

D; = (—o00, 1]U[4, +00)

D;=[1, +oo0)

D;={1}U|[4, +o0)
D;=[—1,1]U[4, +00)
D;=[-2,1]U[2, +00)

Dy =(—00, —2]U[~1, 1]U[2, +00)

Dy=(—o0, =2|U{—-1}U{1}U[2, +o0)

f(x):\/(x—4)-(x—9)-(x—16) Df:[47 9]U[169 —|—OO)

f@) = (@—0)"2. (292 . (z—-16)™" D, ={4}U{9}U[16, +o0)

f@) = (@—9)" (29" . (-16)2 D;=(—o0, 4]U[9, +00)

f@) = (=" (2-9)*2.(2—16)""" D, =(—o00, 4U{9}U[16, +00)

f(x)=\/(z—4)-(x—=9)-(2?~16) D;=(—o0, —4JU{4} U9, +o0)

flz)= \/(x—4)-(x2—9)-($2—16) Dy=[—4, —3]U[3, +0)

f@) =2 =0)-(2=9)-(2=16) D=

:(_007 _4]U[_3a _2]U[2’ 3]U[47 +OO)

f(2)=y/(a?=4) (22~ 9)- ('~ 16) Dy=(—o00, —3]U{~2}U{2}U[3, +oo)

flz)= \/(3 —log,z) - (5 —logyz)- (3—logsx) Dy=(0, 8]U[27, 32]

f()=1/(3—logyx)- (2—logsz) - (3—logyw) ~ Dy= (0, 8]U[25, 27]
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287. f(z)= \/(3—10g4x) -(6—logyx)- (3—loggz) Dy=(0,27]U{64}
288. f(2)=Vloglomi Dy =[3, +o0)

289 f(z)=vIoglogr Dy 2, +00)

200 f(z)=vIogloglogr Dy =18, +oo)

201. f(z)= IoglogloEE Dy =25, +00)

292. f(z)=log,log,256  D;=(1, +00)

293. f(z)=log,log,log,256 Dy=(1, 256)

294. f(z)=log,log,log,log, 256 Dy=(1, 16)

295. f(z)=log,log,log,log,log, 256 D;=(1, 4)

296. f(x)=1log,log,log,log,log,log, 256 D= (1, \/5)

297. Dana jest taka funkcja f:RR— R, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi

nier6wnos¢
[f(2) = f(y)| <10z —y],
a dla kazdych liczb rzeczywistych z, y spelniajacych warunek |z —y| > 10 zachodzi nie-
rownosé
[f(z) = fy)l <lz—yl|.
Dowiedc, ze
|£(6) = f(0)| <50.

Rozwigzanie:
Teza zadania wynika z nastepujacych nieréwnosci, wykorzystujacych nieréwnosé trojkata
oraz zalozenia o funkcji f:

£ (6) = f(0)|=1/(6) = f(10)+ f(10) = f(O)[ < [f(6) — f(10)[+[£(10) = f(0)| <
<10-]6—10|+[10—0/=40+10=50.

298. Dana jest funkcja f:R — R spelniajaca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y € R

oraz

|f(z+5)— f(x)| <5 dla dowolnego z € R.
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Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwdch nieréwnosci:
|£(8)— f(0)] <35, (wersja latwiejsza)
|f(8)—f(0)]<30. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|f(5) = f(0)| <5
oraz
£(8) = f(5)[ <10-[8—5[=
Korzystaj@c z nieréwnosci trojkata oraz z powyzszych dwéch nieréwnosci otrzymujemy
)= FO)=| (/&)= 1)) + (£(5) 1 ()| < F(8) = F(5) | +]/ ()~ (0)] <30+5=35,
co konczy rozwigzanie zadama.

Wersja trudniejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

1f(5) = f(0)[<5,
|f(10)= f(5)| <5
oraz
|f(8)—f(10)] <10-[8—-10] =
Korzystajac z nieréwnosci tréjk@ta oraz z powyzszych trzech nierownosci otrzymujemy
£(8) = F(O)] = |(8)=F(10)) + (£(10)=f (5)) + (f(5)—f(0))| <
<|f(8 ) (10)I+|f(10) FOI+1f6G)=f(0)]<20+5+5=30,

co konczy rozwiazanie zadania.

299. Dana jest funkcja f: R — R spelniajaca warunki
|f(z)— f(y)|<10-|x—y| dla dowolnych z,y € R

oraz
|f(z4+10)— f(z)| <10 dla dowolnego z € R.

Udowodni¢ jedna z nastepujacych dwoch nieréwnosci:
|f(17)— f(0)| <80, (wersja latwiejsza)
|f(17)— f(0)] <50. (wersja trudniejsza)

Rozwigzanie:

Wersja tatwiejsza
Na mocy zatozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

|£(10) = f(0)[ <10
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oraz
|f(17)— f(10)| < 10-]17—10| =
Korzystajac z nierownosci tréjkeyca oraz z powstzych dwoch nieréwnosci otrzymujemy
[FAT) = F0)| = [(F(17) = £(10)) + (f(10)—f(0)) | <
]f(l?) (10)|+|f(10) f(0)|<704+10=280,
co konczy rozwigzanie zadania.

Wersja trudniejsza
Na mocy zalozen o funkcji f otrzymujemy nieréwnosci

| £(10)— f(0)| < 10,
| £(20) — £(10)| <10

oraz

|f(17)— f(20)| <10-|17—20| =
Korzystajac z nierownosci tréjk@ta oraz z powyzszych trzech nieréwnosci otrzymujemy
|FQT) = £(0)| = |(f(A7) = £(20)) + (£(20) — £(10)) + (f(10) — £(0))| <
< |f(17) (20)|—|— |f(20) FA0)|+]f(10)—f(0)]| <304+10+10=50,

co konczy rozwigzanie zadania.

300. Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y

spetniony jest warunek
[f(2) = )l < (x—y)*.

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcjg stata.
Rozwigzanie:
Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste z, y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy
y— Yy— y—

—x
to==x, tl—x—l—i, to=x4+2- 7, t3:x+3-L, ty=x+4- ,
n n n n

o tn_2:x+(n—2)-y;x, tn_1:x+(n—1)-$, th=x+n- y%—y

Powyzsze punkty dzielg odcinek osi liczbowej od & do y na n rownych czedci.
Wowczas na mocy zatozenia o funkeji f zachodza nieréwnosci

\f<t0>—f<t1>\<<to—t1>2=(y‘”’”) _ ez’

n n?

\f<t1>—f<tz>\<<t1—t2>2=(H) _ ez’
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F (ts) — £ (et < (ba )P = (y‘”“") Gl )iy

n n?

n n?

£ tat) = £ ()] < (ta =)= (2 ) o)
Korzystajac z nierownosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
|f (@)= f(y)|=
= |(f (to) = f (£2)) + (f (t) = f (22)) + (f (t2) = f (£3)) + ..+ (f (fn1) — f ()] <
<|f (o) = fFEOIF1f () = f @)+ f (t2) = f ()[4 4 |f (tr) = f (E0)] <

(@=y) (z=y)? (o= )2+ ) )

<
Otrzymalismy wigc nieréwnosé

[f(z) = fy)] <

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nierownosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stata.

(z—y)*

301. Funkcja f:R — R jest okre§lona wzorem

f(x) 25£B+ V4922 437
r)=— .
24 24

Dowiedé, ze f jest odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:

Wykres funkcji f jest krzywa o réwnaniu

25x /4922437

24 * 24 ’

24y +25x =/ 4922437 .

y=-
czyli

7 powyzszego réwania wynika
24y + 245 = /4922 + 37 — 1 > V4922 4+ 37 — |z| = V4922 + 37— Va2 > 0,
a z podobnego réwnania
24y + 251 = —/49x%2 + 37
dochodzimy do

24y + 24z = —\/492% + 37 — 2 < —V/A922 + 37+ || = /4922 + 37T+ V22 < 0.

Zatem réwnanie wykresu funkcji f mozna podnie$¢ do kwadratu uzupelniajac je nieréw-
noscig x+y > 0. Otrzymujemy kolejno

576y% +1200zy + 62522 = 4922437, x4y >0
576y* +1200xy 4+ 5762% = 37, T+y>0
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Z uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f
jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu x =1y, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

302. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci rzeczywiste parametru a, dla ktérych funkcja

f:R—R okre$lona wzorem
flz)=arx+Va?+1

jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Poniewaz f(0)=1 oraz f(1)=a++/2, funkcja f ma szansg¢ by¢ odwrotna do samej siebie
tylko wtedy, gdy

czyli tylko dla a = —+/2.
Wykazemy, ze funkcja f okreslona wzorem

flx)=—vV2-2+Va2+1

jest odwrotna do samej siebie.
Wykres funkcji f jest krzywa! o réwnaniu

y=—V2-2+V22+1,

czyli

y+vV2 2 =va2+1. ()
7 powyzszego rownania wynika
y+r=va2l+1-(V2-1)-2>Va2+1-(V2-1) |z > Va2 — (vV2-1) |z =
=lz|—(V2-1)-]z| = (2—=v?2) |z >0,
natomiast z podobnego rownania
Y+vV2-r=—vVa2+1 ()
dochodzimy do
Yo = VAT (VI-1) o < VT 14 (V2-1)-Jo| < vV + (V1) Ja| =
:—]:L’|—|—(\/§—1)-|a:\:(\/5—2)~]:c|<0.

Podsumujmy:

y+vV2-x=vVa2+1l = z+y>0

oraz

y—i—\/§~x:—\/a¢2+1 = r+y<0,

a wiec w rownaniu

Y+vV2-r=+vVa2+1

17 uzyskanej w dalszej czesci rozwiazania postaci réwnania tej krzywej mozna stwierdzié, ze krzywa
ta jest hiperbola. A dokladniej jest jedna galezia hiperboli, podczas gdy druga galaz jest opisywana
przez réwnanie ().
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znak 747 jest taki sam jak znak liczby z+y.

Idea powyzszych oszacowan jest nastepujaca: W wyrazeniu
V22 +1-(V2-1)-z,
ktore jest réwne sumie x + vy, pierwszy sktadnik ma wieksza wartos¢ bezwzgledna niz

drugi, a wiec znak catego wyrazenia (czyli znak x+y) bedzie taki sam jak znak pierwszego
sktadnika, czyli jak znak ”74".

Zatem réwnanie (©) wykresu funkcji f mozna podniesé do kwadratu uzupelniajac
je nieréwnoscia x+y > 0, gdyz nieréwnos¢ ta wymusza, aby pierwiastek byt ze znakiem
plus, a nie minus.

Otrzymujemy kolejno

y2+2\/§-ajy—|—2x2:x2+1, r4+y>0
y2—|—2\/§-my+m2:1, r+y>0
Z uwagi na symetri¢ wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f

jest symetryczny wzgledem prostej o rownaniu y=x, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

Odpowiedz: Jedyng wartoscig parametru spelniajaca warunki zadania jest a=—+/2.

303. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci rzeczywiste parametru a, dla ktorych funkcja

f:R— 1R okreslona wzorem
flx)=az+Vz2+2

jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Identyczne jak w zadaniu poprzednim, gdyz zmiana 1 na 2 pod pierwiastkiem nie wptywa
na tok rozumowania.
Odpowiedz: Jedyng wartoscig parametru spelniajaca warunki zadania jest a=—+/2.

304. Dobra¢ takie warto$ci parametrow rzeczywistych dodatnich k i b, aby funkcja f

okreslona wzorem
1—vVkr+1
fle) =4 AT
na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:

Wykresem funkcji f jest fragment krzywej o rownaniu

1—vVEkx+1
2 )

y=a+
czyli

1 Vkr+1

y—l'—§:— 2 )
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a to z kolei jest fragmentem krzywej o rownaniu

1 Vkr+1

=t
YT 2
Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
1 kx 1
2., .2
 9ru— M,z
yr a4 12y y+x 1 + 1

czyli
2, .2 k
Yyt —2xy—y+x- 1—1 =0.

Powyzsze réwnanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotczynnik
przy x bedzie taki sam jak przy y, co prowadzi do warunku
k
1——=-1
4
spetnionego dla k=8.

Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslong wzorem

1—+/8x+1
fla)=at—V=

Pozostaje wyznaczy¢ przedzial, na ktorym jest ona odwrotna do samej siebie i to
precyzyjnie uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakim$ fragmentem
pewnej krzywej symetrycznej wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Na krzywa okreslong rownaniem

4+t —2zy—y—x=0
sktadaja sie wykresy dwéch funkeji f,g:[—1/8, 0o) — R okreslonych wzorami

oo D

14++v/8x+1
0

oraz

g(z)=1x

(o2 e o)

Ponadto funkcja g jest rosnaca (a wigc przyjmuje wartoéci > 3/8), natomiast wobec?

1 1\ 1

2Mniej trikowe jest uzycie pochodnej (bedzie za kilka tygodni):

Zauwazmy, ze

, 2 <0 dla z<3/8
fllx)=1- ———
VSz+1| >0 dla x>3/8

Koniecznosé uzycia takiego triku w tym i w kolejnym zadaniu wynika z mojego niedopatrzenia: uktadajac
liste zadan przeoczylem fakt, ze najprostsze rozumowanie wymaga uzycia pochodnej.
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wnioskujemy, ze funkcja f jest malejaca® na przedziale [—1/8, 3/8] i przeksztalca ten
przedzial na siebie.
Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/8, 3/8] jest okreslony warun-
kami
v 4ot —2ry—y—r=0 2,y<3/8,

a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu y = .

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=81 b=3/8.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywag o rownaniu
vV 4t —2ay—y—x=0
mozemy podzieli¢ na 3 czedci:

e wykres funkcji f na przedziale [—1/8, 3/8] — sktada sie ze wszystkich punktéw krzywej
spelniajacych warunek x,y < 3/8,

e wykres funkcji g na przedziale (—1/8, 0co) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek y > 3/8,

e wykres funkcji f na przedziale (3/8, 00) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek z > 3/8. Ten wykres jest symetryczny do wykresu funkcji g wzgledem prostej
o réwnaniu y = .

305. Dobra¢ takie warto$ci parametrow rzeczywistych dodatnich k i b, aby funkcja f

okres$lona wzorem
fle)=x+1—VEkr+1

na przedziale [—1/k, b] byta odwrotna do samej siebie.

Rozwigzanie:
Wykresem funkcji f jest fragment krzywej o rownaniu
y=v+1—Vkr+1,

czyli
y—r—1=—Vkx+1,
a to z kolei jest fragmentem krzywej o réwnaniu
y—xr—1= +VEr+1.
Obustronne podniesienie do kwadratu powyzszego réwnania prowadzi do
vV 4?4120y —2y+2r=kr+1,

czyli
v +a?—2ry—2y+a-(2—k)=0.

31 rosnaca na przedziale [3/8, oc).
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Powyzsze réwnanie bedzie symetryczne ze wzgledu na zamiane x i y, jezeli wspotczynnik
przy x bedzie taki sam jak przy y, co prowadzi do warunku
2—k=-2

spetnionego dla k=4.
Wobec tego podejrzewamy, ze w zadaniu chodzi o funkcje okreslong wzorem

flz)=z+1—+V4x+1.

Pozostaje wyznaczy¢ przedzial, na ktorym jest ona odwrotna do samej siebie i to
precyzyjnie uzasadni¢ — na razie wiemy tylko, ze wykres funkcji f jest jakim$ fragmentem
pewnej krzywej symetrycznej wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Na krzywa okreslong rownaniem

v+ a? —2ry—2y—22=0
sktadaja sie wykresy dwéch funkeji f,g:[—1/4, 0o) — R okreslonych wzorami
flx)=z+1—vidz+1

oraz

glx)=x+1+vVizr+1.

(sl e )

Ponadto funkcja g jest rosnaca (a wiec przyjmuje wartoéci > 3/4), natomiast wobec?

f(x):(,/x+i—1) _i

wnioskujemy, ze funkcja f jest malejaca® na przedziale [—1/4, 3/4] i przeksztalca ten
przedzial na siebie.

Zatem wykres funkcji f ograniczonej do przedziatu [—1/4, 3/4] jest okreslony warun-
kami

Zauwazmy, ze

v 4?2y —2y—20r=0, x,y<3/4,
a zatem jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu y =x.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez k=41 b=3/4.

Uwaga: Zauwazmy, ze krzywg o rownaniu
P 4+a?—2zy—2y—22=0

mozemy podzieli¢ na 3 czedci:

4Mniej trikowe jest uzycie pochodnej (bedzie za kilka tygodni):

Fla)=1- 2 {<0 dla z<3/4

Viz+1| >0 dla x>3/4

° rosngca na przedziale [3/4, co).
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e wykres funkcji g na przedziale (—1/4, 0o) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek y > 3/4,

e wykres funkcji f na przedziale (3/4, o0) — wszystkie punkty na tym wykresie spetniaja
warunek z > 3/4 — ten wykres jest symetryczny do wykresu funkcji g wzgledem prostej
o réwnaniu y =,

e wykres funkcji f na przedziale [—1/4, 3/4] — sktada sie ze wszystkich punktéw krzywej
spelniajacych warunek x,y < 3/4.

W kazdym z ponizszych 10 zadan dla podanej liczby a podaj taka liczbe b, ze funkcja
f:R— R okreslona wzorem
f(z)=alx|+bx

spetia dla kazdej liczby rzeczywistej x réwnosé f(f(z)) =, czyli jest odwrotna do samej
siebie.

306. a=1, b=—v2 307. a=-1, b=—2
308. a=2, b=—+5 309. a=-2, b=—+5
310. a=3, b=—+10 311. a=-3, b=—+10
312. a=3/4, b=-5/4 313. a=-3/4, b=-5/4
314. a=4/3, b=-5/3 315. a=-4/3, b=-5/3

316. Wiadomo, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy podanymi
nizej wzorami i wykresami funkcji na kolejnych stronach. W kazdym z zadan 316.a-316.j
podaj numer rysunku, na ktérym znajduje sie wykres funkcji f zdefiniowanej podanym
WZOrem.

Przypomnienie: {y} oznacza cze$¢ utamkowa liczby y.

316.a. f(z)={|z]} 5 316.b. f(z)={z}*> 1
316.c. f(z)={|z|}> 4 316.d. f(z)=/{z} 8
316.e. f(z)=/{lz]} 7 316.£. f(x)={/lz]} 6
316.g. f(z)={/{z} 9 316.h. f(z)={%z} 10
316.i. f(z)={z}° 2 316.j. f(z)={|z]}"* 3
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