Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

159. Obliczy¢ granice
i Vnb+nd+1—n?
im .
n—00 ‘4/716 +7’L5 +1— n2

Rozwigzanie:
Poniewaz w liczniku utamka pod znakiem granicy wystepuje réznica wyrazen podobnej
wielkosci (& n?), stosujemy na poziomie licznika wzér na réznice kwadratéw w postaci

a?—b?
a+b

Poniewaz w mianowniku tegoz utamka wystepuje roznica wyrazen réznego rzedu wiel-
kosci (% n3/? oraz %n2>, stosowanie jakiegokolwiek wzoru skréconego mnozenia jest
zbyteczne, a nawet szkodliwe, bo prowadzi do skomplikowania rachunkéw.

Otrzymujemy

Vné+nd+1—n3 ) nS+nS4+1—nb

a—b=

S T S R Ly /e S N (Ve R
. n°+1
T (T o) (Vi T L)
lim L+n™ =
T n—oo Y2 n3+ns—1)-(Vitn 1+n6+1)
( 1) )
1+0 1

T (000 1) (ViToro+1) 2

OdpowiedZ: Dana w zadaniu granica ma warto$¢ —1/2.

160. Obliczy¢ granice
y (\/ n164+n3 — n8)3
im
n—00 (, /ni6 £ nb _n8)5

Rozwigzanie:
Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzér na réz-
nice kwadratow w postaci
a®—b?

a+b

a—b=
otrzymujemy

lim == lim s
n—oo (m_ng) n— o0 «’n16+n3+n8 n

< n-° >3 V1i+n~14+1 i
VT 41 =

<\/W—n8)3 ( n? > _(\/m+n8)5

(m—l- 1)5 n1o

= lim =

R (YT B)’ 0

= lim
n—oo
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. (ViFnTT+1)°  (VIF0+1)" 9
R (VTr B 1)’

3 23 =4
(\/1+0+1)

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartosé 4.

161. Obliczy¢ granice
I (VT —nf)”
im
n—00 (, /n18+n7_n9)5

Rozwigzanie:
Stosujac w mianowniku wzor na réznice kwadratéw w postaci
a’?—b?
a—b= ,
a+b
a w liczniku wzor na roéznice szescianéw w postaci
a®— b3
a?+ab+b?
otrzymujemy
2
‘ (\3/n18+n7 —n6>
lim =

n—’00< /n18+n7_n9)5
Ly 7 L (VAT
~ (n!8 +n7>2/3+n6.(n18 —|—n7)1/3—|—n12 ' n’ B
i n=? L (VTFn 41’
= lim N =
n=00\ (141?24 (140112 41 n

(\/W-F 1)5 n~10

2 n—10

= lim

(VItnTT41) - (VIF0+1)° 25 32

TR ()P Qe ) B4 1)T (140 (1 +0) A )T B9

OdpowiedZ: Dana w zadaniu granica ma wartosé 32/9.

162. Obliczy¢ granice

, vnl24+n—nb
im

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skoniczona.

Rozwigzanie:
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Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzér na r6z-
nice kwadratow w postaci
a® —b?
a—b=
a+b

otrzymujemy

vn2+n—nb ¥ n Viitn+n?\"
= lim .
n—>oo< /—n4+n_n2>k n—>oo,/n12+n+n6 n
k
(\/1+n_3+1) n=>
n—oo /14 p-1l41] n—k

oile k—5=0, czyli k=5.

Odpouwnedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 16 dla k=>5.

163. Wskazac liczbe naturalng k, dla ktorej granica
. VM4 9nd+1-n"
lim
n—00 nk
istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ warto$é¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw przepisujemy wystepujace pod znakiem gra-
nicy wyrazenie w postaci niezawierajacej w liczniku réznicy wyrazen zblizonej wielkosci,
a nastepnie dzielimy licznik i mianownik przez n®:

V4 4+n24+1—n7 In?+1

lim - = lim =
=00 n ook (V4909 + 1+ n7)
9+n~?

= lim .
n=00 k-2, (\/1+9n—5+n—14+1)
Dla k=2 otrzymujemy

i 9+n~? __ %0 9
=\ /14+9n54+nM4+1 V1404041 2
Odpowiedz: Przy k=2 granica jest réwna 9/2.
Uwaga: Liczba k=2 jest jedyna liczbg spetniajaca warunki zadania. Jednak zgodnie
z poleceniem wystarczyto wskazac¢ k, bez koniecznosci uzasadnienia, ze takie k jest tylko
jedno.

164. Wskazac liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim <nk : (\/nﬁT—l—l — n333>>

n—oo
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istnieje i jest liczba rzeczywista dodatnia. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
2_ 12

Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratow w postaci a —b = przeksztatcamy

dana w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:

1 k
. k (/666 17 _ 333\ — 1 k. BRT _
nh—{go(n < n*+1-n >>_nh—g>lo<n /n666+1_|_n333)_nh—>nolo,/n666_|_1+n333_
nk k—333
n

= lim = lim .
n—00 333 . (\/W+ 1> n—00 /1 4 =666 4 1

Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 2 przy n dazacym
do nieskonczono$ci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy k=333. Dla k=333 mamy wiec
k—333
n i 1 1

lim = lim =—.
n—00 /1 4 n—0666 1 n—00 /1 4 =666 4 1 2

Odpowiedz: Dla k =333 dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 1/2.

165. Wskaza¢ liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica

lim (nk . (W — n222)>

n—oo
istnieje i jest liczba rzeczywista dodatniag. Obliczy¢ warto$é granicy przy tak wybranej
liczbie k.
Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru na réznice czwartych poteg w postaci
&2 _ b2 (14 _ b4
a—b= =
a+b  (a+0b)-(a®+b?)

przeksztalcamy dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:

. _ 1
nh_g}o (nk ( 4/n888—|— 1 _n222)) :nh_{lolo (nk ((‘ﬁﬁT—H—l—an) . (\/nESTH—|—n444>) =
nk
_nlLoo (\/W_i_nzm) (V?”LST—H—FW“M) -
nk
~ e (YT 1) (VI 1)
1 k—666

= lim .
n—00 <‘ /1_|_n 888+1) (1 /1_|_n7888+1>
Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 4 przy n dazacym
do nieskonczono$ci, natomiast licznik jest rowny 1, gdy k=666. Dla k=666 mamy wiec
k—666
n 1 1

P ) (V) () (Vi) 4
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Odpowiedz: Dla k=666 dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 1/4.

166. Wskaza¢ liczbe rzeczywista k, dla ktorej granica
Yy (VA )
istnieje 1 jest liczbg rzeczywista dodatnig. Obliczy¢ wartos¢ granicy przy tak wybranej
liczbie k.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice szeSciandow w postaci
a®—b?
a=0= o 2
a’+ab+b

przeksztalcamy dang w tresci zadania granice w nastepujacy sposob:
k
n
lim (\/3 n666 4 nk — n222) = lim =
n=0oo 00 (666 +nk)2/3+n222 ) (n666+nk)1/3 4 paad

nk—444

= him .
n=oco (1+nk7666)2/3+(1_‘_nk7666)1/3+1

Mianownik ostatniego wyrazenia pod znakiem granicy dazy do 3 przy n dazacym
do nieskoriczonosci (o ile k < 666), natomiast licznik jest rowny 1, gdy k =444.
Dla k=444 mamy wiec

y k444 y 1 1
11m = 111mn = — .
n=—00 (1+nk—666>2/3+(1+nk—666)1/3+1 ”_’OO(1+n—222)2/3+(1—|—n—222)1/3+1 3

Odpowiedz: Dla k =444 dana w zadaniu granica ma wartosé¢ 1/3.

167. Obliczy¢ granice

lim (\/n4+6n3—n2—3n) )

n—oo
Rozwigzanie:
Stosujac wzor na réznice kwadratow w postaci
a?—b?
a—b=
a+b

otrzymujemy

nt+6n° — (n?+3n)°
lim (Vnt+6n3—n?—3n)= lim (Vn*+6n3—(n’>+3n)) = lim =
n—>oo< ) n—>oo( < >> n—oo ,/n4+6n3+n2 +3n
Cont4end—nt—6n>—9n% —9n? . -9 9
= lim = lim =lim —————=——
eyt bndn?43n i 6n34n2 430 e 1484143 2

OdpowiedZ: Dana w zadaniu granica ma warto$¢ —9/2.
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168. Wskaz liczbe rzeczywista k, dla ktérej podana granica istnieje i jest dodatnia
liczba rzeczywista. Podaj wartosé¢ granicy dla tej wartosci parametru k. Jezeli odpowiedz
jest liczbg wymierng, podaj ja w postaci utamka nieskracalnego lub liczby caltkowitej.

a) %gg)(nk-(g =1/6 dla k=-3
4
b) lim [n”- ( nr =1/24 dla k=4
n—oo n
2
c)7£¥%<nk (iﬁ)-—2/3 dla  k=—
2n
d) lim (nk( 5+ =4/15 dla k=-5
2 202
e) lim (nk( n+60 0)) =4/45 dla k=-6
f) lim (nk (%))) =1/8 dla k=-4
(%)
g) lim (nk( % )):2 dla k=-4
h) 7E£g)(nk-((2))> =1/48 dla k=-6
(%)
i) lim (nk( ; )):4/3 dla k=-6
j) 7y£g)(nk-((3))> =1/72 dla k=-6

k=-8

b
N
TE
g8
=~
S
=~
—
TR
NS
~—
N~ —
N~ —
I
[\V]
~
w
—
o)

169. Obliczy¢ granice

li (n by Ry )
mm | — .
n=oo\nd 34+l n3+2 n34+3 nd+4 nd+5 n3+6 (n+1)?

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona
3n?+3n+2 sktadnikéw.
Zachodza woéwczas oszacowania od gory

b, < (3n2+3n+2>-%:0n
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oraz od dotu
n

(n+1)3
Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci
an S by <y,

by > (3n°+3n+2)-

=ay, .

a ponadto
3n?+3n+2 3 2
lim ¢, = lim 202" 2 g (3424 2 ) =3
n—oo n—oo n2 n—oo n n2
oraz ) s
3 3n+2)- 3+2+5
lim a, = lim (Bn”+3n+2) " lim +"7+’§2:3,
n—00 n—00 (n_l_ 1)3 n—00 (1+%>
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
nh_)ngo b,=3.

170. Obliczy¢ granice

5n® +1 5n° 42 5n°+3 5n® 44 5n® +4nt
lim + + + +. VYV .
n—oo \\/18n18 41 V18n184+2  18n8+3  18nl8+4 V18n18 +4n4

Rozwigzanie:

Dana pod znakiem granicy suma ma 4n* sktadnikéw i zapisuje sie wzorem
b — 4% 5n° +k
VTS

Szacowanie od gory daje

il PS4k Wl 5nP+4nt Ant(5n°+4nt)

D T En P O R W, R R
Szacujac od dolu otrzmeJemy

% 5n®+k >4§ 5n° +0 4nt-5nd .

V18N8 + k= /18nB +4nt \/187118 +4n4
Poniewaz dla dowolnego n zachodzg nieréwnosci
a, <b,<c,,

a ponadto
20n° 20 20  10v2
lim a, = lim = lim = =
n—0o0 n—00 / V18n® +4dnt +4nt =0\ /18 +4n—1 /18 3
oraz

, . 4nt-(5n®+4nt) . 4-(5+4nY) 20 10V/2
lim ¢, = lim = lim = = ,
e N R S W R W R
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

~10v2
=
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104/2

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest rowna 5

171. Obliczy¢ granice

’ ( nt N n*+1 N nt+2 n*+3 nt+4 (n+1)* )

1m e T |-

n=oo\nT4+nt  n"4+nt41l n"4+nt42  nT4nt4+3 nTnt+4 n’+(n+1)*
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n*+1=4n3+6n?+4n+2 sktadnikéw.
Szacujemy ja od gory przez iloczyn liczby sktadnikow i wspolnego gornego oszacowania
sktadnikow:
nt nt+1 n*+2 (n+1)*
o —— < (4P 602 +4n+2) -
n7+n4+n7+n4+1+n7+n4+2 n7+(n+1)4\< oA )
i analogicznie od dohu:
n? nt+1 (n+1)* n?
et > (P60 +4n+2) — .
n7+n4+n7—|—n4+1 n7—|—(n—|—1)4/( wronT A ) n’+(n+1)*
Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan gornego i dolnego:
(4n3+6n?+4n+2)- (n+1)*
nt

(n+1)
n"+0

=(4+6n""+4n>+2n7%). (1+n_1)4 — 4

oraz
n? B 4+4+6n"t+4n"24+2n"3

n+(n+D)' T 14 (T4 t)tp?
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 4.

— 4.

<4n3 +6n2+4n+ 2) .
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172. Obliczy¢ granice

: Vi +1 Vn3+2 Vn3+3 n3+k (n+1)3
lim + + +...+ +oot .
=00\ \49nT—1  49nT+1  /49n7—1 V49T + (—1)F V49" —1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze ostatni sktadnik danej w zadaniu sumy mozna zapisa¢ jako

Vn3+3n2+3n+1
V49n™ —1 ’

skad wynika, ze ma ona 3n?+3n+1 sktadnikéw.

Oznaczymy sume wystepujaca w tresci zadania przez b, 1 oszacujemy ja od gory przez
wspélne oszacowanie sktadnikéow (liczniki od géry, mianowniki od dotu) przemnozone
przez liczbe sktadnikow. Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez c,.

b, < <3n2+3n+1>-\/7'1(l;j;1_)31:cn.

Postepujac analogicznie oszacujemy dang sume od dotu przez wspoélne oszacowanie sktad-
nikow (liczniki od dotu, mianowniki od géry) przemnozone przez liczbe sktadnikéw.
Oznaczymy uzyskane oszacowanie przez a,.
vVn3+1
b,, > <3n2+3n—|—1> Ly =a

VAnT+1 "
Obliczajac granice ciagéow (a,) i (c,) otrzymujemy:
vnd+1
nli_}rgoan :711LH010 <3n2—|—3n+ 1) LV = lim (3—1—371_1 —|—n_2>

VAInT+1  noee

Vitn™? 3
VA9+nT 7
oraz
(1+n1)°

(n+1)% -
= lim (3+3n " +n e
( > V49 —n—T7

VAT 1 e

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

lim ¢, = lim (3n2+3n+ 1)~

n—od

_3
=<,

an < b, <cp,

a ponadto
) 3
A Cn =7
oraz
, 3
A dn =7

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
3

lim b, =—.
im -

n—oo
Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 3/7.
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173. Obliczy¢ granice

lim ( n? n n?+1 n n?+2 n%+3 n n?+4
RAVRSEL (241 41 (242841 (2431 (2 +4)° 41
n?+k (n+3)?
+ Tt
(n2+k)*+1 (n+3)°+1
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+3)3—n?+1=06n+10 wyrazéw. Szacujemy
ja obustronnie:

6n+9 2 k 3 2
(6n+10)- nt < (6n+10)- (n+3)

Jm+3)+1 e V24 k)P+1 Vnf+1°

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowafl dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

(6n+10)-"2=<6+10>- ( . —6

2

2 10\ (142

(6n410)- 3y _ (6—1—0) -MHG.
né+41 n

oraz

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

174. Obliczy¢ granice
- ( Vn? n?+2 n?+4 n?+6
e \/(n2+n)2 \/(n2+n)2—i—n2 \/(n2+n)2+2n2 \/(n2+n)2+3n2
Vn2+2k N v (n+4)2 v (n—+4)2 v (n+4)2 )
\/(n2+n)2+k‘n2 \/(n2—|—3n) —2n? \/(n2+3n) —n? \/(n2+3n) .

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Vn+4)?  Vn?+8n+16 Vn2+2- (4n+8) _/n?+2-(4n+38)
Jn2+3n)? VAl 6nP+9n? Vit 4203 42+ dnd 4802\ [(n2 4n)%n?- (4n+8)

cata suma przybiera postac
R
k=0 \/(n2 +n)* +kn?
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i w konsekwencji ma 4n+9 sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie mnozac liczbe sktad-
nikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania na poziomie licznikow

i mianownikow:
Vi wis Tk (n+4)2
—— < ) < (dn+9)- ——=,
(n?43n) k=0 \/(n2 +n)” + kn? (n?+n)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.
Otrzymujemy

(4n+9)-

Vvn?2  (d4n+9)n 442
(n2—|—3n)2_ n*+3n  1+2

(4n+9)- —4

oraz
, (n+4° _ (nt9)-(ntd) _ (443)-(1+3)
(4n+9)- 5 5 = 21 = 11 — 4.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

175. Obliczy¢ granice
. 1 1
lim

1 1
+ + + ¥
”—’°°<\/n4+n3—n2 Vnt4nd+1—n?2 Vni4nd34+2—n?2 Vnt+nd3+3-—n2
1
+ + ...
vnt+nd+k—n?

1 1 1
.ot + + .
vni4ndi+n—2-—n2 ni4+nd+n—1-—n2 \/n4+n3+n—n2>
Rozwigzanie:
Przeksztalcamy i szacujemy wyrazenie pod znakiem granicy (uwzgledniajac, ze jest to
suma ztozona z n+1 sktadnikéw), a nastepnie przechodzimy z n do +o0o w oszacowaniach
dolnym i gérnym:

En: 1 _i\/m—i-nQ_i\/m—FnQ
isoVnt+ni+k—n? 5 ntnd+k-nt D n3+k ’

" /ni4n3+k4n? n*40+0+n?

Z 3 }(n+1) 3 —>2,

o ns+k ns+n

n 4 3 2 4 3 2

3 n +73L +k+n <(n+1)_\/n +n°+n+n Ny

=0 nd+k n3+4+0

Poniewaz oszacowania dolne i gérne daza do wspoélnej granicy rownej 2, na mocy
twierdzenia o trzech ciagach dana w zadaniu granica istnieje i ma wartosé¢ 2.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 2.
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176. Obliczy¢ granice

R+ A+ Y 184+ Y 124+ VP 16+ V2 120+ ...+ J(n+2)?
lim_ — 3 3 3 3 3

PO VN2 + VP34 VN2 46+ Vn2+ 94 Vn? + 124+ Vn2+15+ ...+ {(n+3)?

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez b, wyrazenie znajdujace sie pod znakiem granicy.
Suma w liczniku tego wyrazenia zapisuje sie wzorem
n+1

S Vn2+4k,
k=0

ma wiec n+ 2 sktadniki. Gérny zakres sumowania ustaliliémy z rownosci
n*+4k=(n+2)2=n*+an+4=n>+4(n+1)

otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.
Podobnie, suma w mianowniku wyrazenia b,, zapisuje si¢ wzorem
2n+3

S V/n2+3k,
k=0

ma wigc 2n+4 sktadniki. Goérny zakres sumowania ustaliliSmy z réwnosci
n’*+3k=(n+3)>=n*+6n+9=n’+3(2n+3)

otrzymanej dla wyrazenia pod pierwiastkiem ostatniego sktadnika sumy.
Szacowanie od gory daje

_ (n+2)- J(n+2)2  J(n+2)?

(2n+4)-¥/n? 2-V/n?
Szacujac od dotu otrzymujemy

S (n+2)-W B Vn2 .
" n+4)- In+32 2-J(m+32

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

a, < b, < ¢y,

a ponadto
y i V/n? y 1 1
1m an:nl_)m —_—— — 1_>m - = -
e T2 {432 T F(148)? 2
oraz
2
. . J(n+2)2 . Ja+2)"
ng{olocn_nggo QW _ngglo 2 _2’
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
1
lim b, =—.
nl—%lo 2

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica istnieje i jest réwna 1/2.
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177. Obliczy¢ granice

y K/l{:-nk+1+\/k-nk+2+\/k-nk+3+\/k-n’“—|—4+\/k‘-nk+5 +\/k:-nk+n3
im et ————
"—’00\ n’+1 n’+4 n’+9 n’+16 n’+25 n’ +nb

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n® wyrazéw. Szacujemy jg obustronnie:
n3.\/kz-n’“—|—0<\/k-nk+1 Vk-nkF+2 m< 5 VE-nF4n3
nT4+né T nT41 n’+4 nT4né n’+0
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gbrnego.

s VEnF4+0  VEnkE VE-ab? kb
ne - = = = i — k,
n’+nb nt4+n3  ni4n3 1+

oile k/2—4=0, czyli k=8.

k3
n3_\/k: nk+n :\/k'nk/2—4+15_>\/E7
n

b

7
oile k/2—4=0, czyli k=8.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla k=8 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna /8 = 2v/2.

178. Obliczy¢ granice

i ( n?+1 N n?+8 I nP + k* - n?+8n'® )
im i eY—...

n=0 \ /900190 +1 /9001990 4+ 32 /9001200 4 k5 V9001990 4 32730

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru p, aby powyzsza granica byta
dodatnia i skoniczona.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma 2n° sktadnikéw. Szacujemy ja obustronnie:
6. n?+0 - QZ"Ei nP + k3 <ond. n’+8n'% 0. 't 8n!s
V900n990 4 32130~ =1 /9000990 + k5 /9001290 4-0 30n450

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i goérnego.

56 n? +0 2nPTo 2np—44d 2-1 2 1
n-- - = — =_—=_—,
v/900n%90 432030 /900190 +32n30  \/900+32n—%70  /900+0 30 15

oile p—444 =0, czyli p=444.
o nP4+8n'® 2P0+ 160>  2nP~ 1 416012 21402 1

30n#50 — 30p40 30 30 30 15’
oile p—444 =0, czyli p=444.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla p=444 dana w zadaniu
granica jest réwna 1/15.
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179. Obliczy¢ granice
{)’/k-nk+1+{)’/k-nk+2+\3//<:-n’“+3+\3/k-n’“+4 +\3/k-nk+n4
niB4+1 ni34+4 ni34+9 n34+16 ni34+n8

lim

n—oo

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n* wyrazéw. Szacujemy jg obustronnie:
4 \?’/k-n’“+0<\37k-n’“+1 VEk-nk+2 Vi-nk4nd _ , Vk-nFind
e nBynps S pil ni3 14 T nld L ns st ni3 10
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.

i \3/kr-nk+0: Vk-nk _ Vk-n/3 _ k- mk/39 VR
n13+n8 nd+nd TL9+TL4 1_’_;15 ’
oile k/3—9=0, czyli k=2T7.

3 3
L-nktnd L-nktnd 1
nt. V n13+n _ v n9+n _ \?/k-nk_27+23—> VE |
n n n
oile k—27=0, czyli k=27.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=27 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 3.

9

180. Obliczy¢ granice

lim

n—oo

\/k:-n’f—i—l_i_\/k-nk+2+\/k-nk+3+\/k:-nk—l—4 +\/k:-nk—|—n5
TL13+1 7’L13+2 n13+3 TL13+4 TL13+7’L5
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma n° wyrazéw. Szacujemy jg obustronnie:
s Vk-nkF+0 o Vk-nk+1 N Vk-nk+2 I Vk-nk+4nd < 5 Vk-nk+4nd
nB4ns nld 41 PEEE) nld 4nb = ni3 40
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
s VEknF+0 Vi-nk VE-nb? o kopk28
n - = = =
nl3+nb n®+1 nd+1 1—}—%
oile k/2—8=0, czyli k=16.
2 2
ns. \//{:1731 +nd _ Vk-nk+nd :\/k-nk_w-i—l —Vk,
ni3+0 n8 ntlt
oile k—16=0, czyli k=16.
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dla k=16 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 4.

b

—Vk,
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181. Obliczy¢ granice

n* nt+1 n*+2 n*+3 nt+4 (n+1)*
(nk—i—n“ R G L e B R e S Ry e SR nk+(n+ 1)4>
dla tak dobranej wartosci rzeczywistej dodatniej parametru k, aby powyzsza granica
byta dodatnia i skonczona.

lim

n—oo

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze dana w zadaniu suma ma (n+1)*—n?+1=4n3+6n2+4n+2 skladnikéw.
Szacujemy ja od goéry przez iloczyn liczby sktadnikéw i wspdlnego gornego oszacowania
sktadnikow:
n? nt+1 nt+2 (n+1)
b < (40P + 6+ 4n+2) -
nk+4nt +nk+n4+1 +n’“+n“—|—2+ +nk+(n+1)4 ( wronT A )
1 analogicznie od dotu:
n? nt+1 (n+1)* n?
> (P46 +An+2) —— .
nk+n4+nk+n4—|—1 nk+(n+1)4/<n Fon A ) nF+(n+1)4
Nastepnie kolejno obliczamy granice przy n — oo oszacowan gornego i dolnego.
(4n3+6n2+4n+2)- (n+1)*  (4+6n"'+4n24+2n3) - (1+n1)*

(n+1)*
nk4+0

nk = T —4,
oile k=7.
nt 44+6n"t+4n=242n73
An346n?+4n+2) - = —4,
( ) nf4(n+1)t pbT4 (14n-1)t n-3
oile k=7.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze dla k=7 granica danego
w zadaniu wyrazenia jest réwna 4.

182. Obliczy¢ wartosé granicy

. n’ VnP+k
lim _—

n—>ook:n2 n7+k2

dobierajac tak warto$¢ parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.
Rozwigzanie:
Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona
n® —n?+1 sktadnikéw.
Zachodza wowczas oszacowania od gory

s, A EEE (1 1Y T
b (St 1) VO (L LY
n’+nt n o nd 1+ 5
oraz od dotu
s VIR (1 1\ ok
b (o0 t) YR (1 L 1Y
n’+nb n  nd 142

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

an <b, <cp,
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a ponadto dla p=8

lim ¢, =1
n—oo
oraz
lim a, =1
n=s60 n )

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,=1.

n—oo

Odpowiedz: Dla p=_8 warto$¢ granicy jest réwna 1.

183. a) Dobra¢ takie liczby catkowite A>01 B> 1, aby zadanie b) miato sens.
b) Obliczy¢ granice ciagu

lim( V2 vn?+3 Vn2+6 VnZ+9
=\ (1) (n+1)° 42 (n+1)’+4 (n+1)°+6
VP t3k +\/(”+A)2—6+\/(n+A)2—3+\/(n+A)z>
(n+1)?+2k " (n+B)?—4  (n+B)?-2  (n+B)’

dla A i B dobranych w zadaniu a).
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
JOTAE  ETIARE A (i3 T
(n+B)>  n?+2Bn+B?  p242p4142. 2Bl

cata suma przybiera postac

N® - /n2 43k M
iz (n4+1)7+2k
gdzie
_ 2An+A* 2(B-1)n+B*-1 @)
-3 2 ’
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe rownanie (2) byto spetnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(24An+A%)=3-(2(B-1)n+B*~1) ,
4An+2A°=6(B—1)n+3(B*—1) . (3)

N(n)

Aby réwnosé (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

{4A = 6(B-1)
242 = 3(B2-1)

2A = 3(B-1)
{2A2 = 3(B—=1)(B+1)
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Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy A= B+ 1, co po podstawieniu do
rOwnania pierwszego daje
2B+2=3B-3,
skad B=51 A=6. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=4n+12.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 13 sktadnikéow.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

N R LN ey (n+6)2
T S ———5—— < (n+13) T ——,
(n+5) =0 (n+1)°+2k (n+1)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — -+00.

Otrzymujemy

(4n+13)-

(ni13). Y7 _Unt1®n_ 4+
(452 (5 (112)?

oraz
(n+6) _ (4n+13)-(n+6) _ (4+73)-(1+7)
(4n+13)- = = 5 —4.
(n+1)2 (n+1)2 (1+l)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=6, B=>5 i wowczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.

184. Obliczy¢ granice
lim Vvn? Vn2+5 Vvn2+10 vn?+415 vn?+20
=\ (n4+3)*  (n+3)°+2 (n+3)°+4 (n+3)°+6 (n+3)°+8
V2 15k Jin+A)2—15  \J(n+A)2—-10 /(n+A)2-5 /(n+A)>
L+ —+ —+ -+ ;
(n+3)"+2k (n+B)"—6 (n+B)"—4 (n+B)"—2  (n+B)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 3, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

(n+A? 2 {2An+ A2 Jr? 45 A )

(n+B)>  n?+2Bn+B?  n?4+6n+9+2(B—3)n+B2—9

2
/nz + 5. 2An5+A

(n+3)2+2-((B—3)n+252)’
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cata suma przybiera postac

N /n2 45k (4)
=0 (n+3)°+2k
gdzie

2An+ A? B?-9

5 2

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci IV (n) okreslone réwnaniami (5) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (5) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2-(2An+A*) =5-(2(B-3)n+B*-9) ,
4An+2A* =10(B—3)n+5(B*-9) . (6)

N(n)

Aby réwnos¢ (6) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

4A = 10(B—3)
{2A2 _ 5(B*-9)
24 = 5(B—3)
{2A2 _ 5((B—3)(B+3) (7)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (7) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi
nieréwnosciami A>01i B> 3 obie strony sa dodatnie, a wiec rozne od zera) otrzymujemy
A= B+3, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje

2B+6=5B—-15,
skad B=71 A=10. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (5) otrzymujemy
N(n)=4n+20.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 4n+ 21 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (4) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

2 An+21 2 2
(ngony. V2 ST VRS oy V(102
(n+7)? = (n+3)°+2k (n+3)?
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy

vn? (4n+21)-n  4+2

Wt 2) e = ey _(1+2)ﬁ4
oraz ) . (n+10)27(4n+21).(n+10)7(44-2771).(1_’_17?)_>
W) e T e (e
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Korzystajac z twierdzenia o trzech ciaggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest roéwna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=10, B=7 i wowczas dana w zadaniu granica

jest réwna 4.

185. Obliczy¢ granice

1.(\/W+¢n2—+3 ViET6 | ViEr9 /12
1im

n—~oo

(n+B)*  (n+B)’+1 (n+B)’+2 (n+B)’*+3 (n+B)*+4
Vn2+3k \/(n+A)2—9 \/(n+A)2—6 \/(n+A)2—3 \/(n+A)2
T2 ot 2 + 2 + 2 + 2
(n+B) +k (n+6)"—3 (n+6)"—2 (n+6)"—1 (n+6)
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B <6, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

J+A?  n?+2An+ A2 Jn?+3. AT
(n+6)>  n2+12n+36  n2+2Bn+ B2+ (2(6— B)n+36— B2)’
cala suma przybiera postaé

N /PR 5
= (n+B)’+k’

gdzie
_ 2An+ A?
-3
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikow. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N(n) okreslone réwnaniami (9) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (9) byto spelnione dla kazde;
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A*=3-(2(6— B)n+36—B%) |
2An+A*=6(6—B)n+3 (36— B%) . (10)

N(n) =2(6—B)n+36—B?, (9)

Aby réwnosé (10) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
2A = 6(6—B)
A2 = 3(36-B?)
A = 3(6—B)
A? = 3(6—B)(6+B)

Dzielgc stronami drugie réwnanie przez pierwsze! otrzymujemy A =6+ B, co po podsta-
wieniu do réwnania pierwszego daje

6+B=18—3B,

17 warunkéw podanych w treéci zadania A >0 i B <6, skad wynika, ze obie strony pierwszego
réwnania sa dodatnie, a wiec niezerowe.
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skad B=31 A=9. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (9) otrzymujemy
N(n)=6n+27.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 6n+ 28 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (8) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

2 6n+27 | /nZ 1 3L 2
ﬂ < Z L;ik‘ < (6n+28).m’
(n+6)? 2 (n+3)7+k (n+3)?
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy

(6n+28)-

(6n128)- ViR (6n+28)m 643
(n+6)? (n+6)? (1+%)2

(6n+28)- (n+9) _ (6n428):(n+9) _ (6+2).(1+2)

(n+3)2 (n+3)2 (1+%>2 —6.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=9, B=3 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 6.

186. Obliczy¢ granice

lim ( R e . SR i S e s N

= \n2J(n+t A2 n2/(ntA)2+2 n2/(n+tA)P2+4 02\ /(n+A)2+6

. n*+ 5k - (n+10)2—10 N (n4+10)2—5 N (n+10)? )
nz-\/m n2~\/m nQ-\/m n”W

dla tak dobranych liczb catkowitych dodatnich A < B, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
(n+10)*>  n®+20n+100 n?+5-(4n+20) B
n2-\/(n+B)2 n?-vVn?+2Bn+B’  n2.\[n242An+ A2+ 2(B— An+B2— A2
n?+5-(4n+20)
n?- \/(n+A)2—|—2~ ((B=A)n+552) ’

cata suma przybiera postac
N(®) n’®+5k

, (11)
k=0 n?-\/(n+A)%+2k
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gdzie
BQ _ A2
2 Y

N(n)=4n+20=(B—A)n+ (12)
i w konsekwencji ma N (n)+1=4n+21 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n
obie wartosci N(n) okreslone réwnaniami (12) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (12) byto spelione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:
B A?

2 )
8n+40=2(B— An+B*>— A2, (13)

dn+20=(B—A)n+

Aby réwnosé (13) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

{8 _ 2B-A)
40 = B?-—A?

4 = B-A

{40::(B—AXB+A) (14)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (14) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozona nie-
réwnoscig A < B obie strony sa dodatnie, a wiec rozne od zera) otrzymujemy

10=B+A,
skad A=31B=T.
Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (11) obustronnie

mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktéorym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

n? 4n+20 n?+5k n+10)?
n?-(n+7) k=0 n?-\/(n+3)2+2k n?-(n+3)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — -+00.
Otrzymujemy
n? 442
4n+21)- = L4
(4n+21) n?-(n+7) 1—1-%—>
oraz
2
(n+10? _ (4+5)-(1+7)
4n+21)- = z z 4.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 4.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B="7 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 4.
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187. Obliczy¢ granice

I Vn? vVn?+5 Vvn?2+410 Vn?2+15 N Vn?+20
1m
=\ (n4+1)°  (n+1°+3 (n+1)°+6 (n+1)°+9 (n+1)°+12

V21 5k J+A2-15 /(n+A)2-10 /(n+A)2-5 /(n+A)?
e .t 2 + 2 + 2 + 2
(n+1)"+3k (n+B)"—9 (n+B)"—6 (n+B) -3 (n+ B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A >01i B > 1, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jnr AR i 2Ant A Jn?+ 5. AR

(n+B)?  n2+2Bn+B2 n’4+2n+1+42(B—1)n+B>—1

2
/n2+5.%

- 2(B—1)n+B2—1"
(n+1)243. 2B-0ntB21

cata suma przybiera postaé

N /21 5k

, 15
,g)(n+1)2+3k; (15)
gdzie

2An+ A% 2(B-1 B?2-1

5 3 ’
i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N(n) okreslone réwnaniami (16) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (16) byto spelione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

3-(24n+A%)=5-(2(B-1)n+B*~1) ,
6An+3A*=10(B—1)n+5(B>—1) . (17)

Aby réwnosé (17) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
6A = 10(B-1)
34 = 5(B*-1)

{SA = 5(B-1)

342 = 5(B—1)(B+1) (18)

Dzielac drugie réwnanie uktadu (18) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zatozonymi
nieréwnosciami A>01i B> 1 obie strony sa dodatnie, a wiec rozne od zera) otrzymujemy
A= B+1, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje

3B+3=5B-5,
skad B=41i A=5. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (16) otrzymujemy
N(n)=2n+5.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 2n -+ 6 sktadnikow.
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Przystepujac do rozwiazania gtéwnej czesci zadania szacujemy sume (15) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

Vn? A5 \/n?+5k (n+5)2
s < Y g < (2n46) -,
(n+4) =0 (n+1)"+3k (n+1)
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.

Otrzymujemy

(2n+6)-

Vn? (2n+6)-n 2+8

(2n+6)-(n+4)2= nd)? (1%)2%2
oraz e (n+5)2_(2n+6).(n+5)_(2+%).<1+%>_)
(2n+6) n+1)2  (n+12 (151) 2.

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=5, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 2.

188. Obliczy¢ granice

. vn? N vn2+2 . vn?+4 N vVn2+6 n vVn?+8
1m
=\ (n42)? 0 (42741 n+2)°+2 (n+2)°+3  (n+2)°+4

Vn? +2k Jn+A)2—6 J(n+A)2-4 J(n+A2-2 J(n+A)?
(n+2)*+k o (n+B)*—3 " (n+B)*—2 - (n+B)*—1 * (n+B)? )
dla tak dobranych liczb catkowitych A > 01 B > 2, aby zadanie miato sens.
Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jnt A2 nPraAnt A7 2t 2. 2 )

(n+B)>  n2+2Bn+DB2  n2+4n+4+2(B—2)n+B*—4

2
/n2 + 2. 2An2+A

(n+2)2+2(B—2)n+B2—4’

cata suma przybiera postac
N /2 2k (19)
izo (n+2)*+k’

gdzie
_ 2An+ A?

2

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartoéci N (n) okre$lone réwnaniami (20) musza by¢ réwne i catkowite.

N(n) =2(B-2)n+B*—4, (20)
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W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (20) byto spelnione dla kazde;
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

2An+A*=2-(2(B—2)n+B*—4) ,
2An+A? =4(B—2)n+2B*-8. (21)

Aby réwnosé (21) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspétezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
2A = 4(B-2)
A? = 2B%-8

{A — 2(B-2) (22

A2 = 2(B—-2)(B+2)

Dzielac drugie réwnanie ukladu (22) przez pierwsze (w ktérym zgodnie z zalozonymi
nieréwnosciami A>0 i B> 2 obie strony sa dodatnie, a wiec rézne od zera) otrzymujemy
A= B+2, co po podstawieniu do rownania pierwszego daje
B+2=2B—-4,
skad B=61 A=8. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (20) otrzymujemy
N(n)=8n+32.
Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 8n+ 33 sktadniki.

Przystepujac do rozwiazania gltéwnej czesci zadania szacujemy sume (19) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikow:

2 8132 /2 1ok n+8)2
\/n_2 < Y # < (8n+33)-(72,
(n+6) i (n+2)"+k (n+2)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +00.

(8n+33)-

Otrzymujemy
(8n133). ViR (8n433)n_ 8+F
(n+6)? (n+6)? (H%)?
oraz
2 . 84-33). (148

(n+2)? (n+2)? (1+2)°

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 8.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=8, B=06 i wowczas dana w zadaniu granica
jest rowna 8.
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189. Obliczy¢ granice

- Vn? N Vn2+7 N Vn?+14 N Vn?+21 N Vn?+28
=\ (n+A)?  (n+AP’+1 (n+A)°+2 (n+A)>4+3 (n+A)°+4

V2 + 7k Jin+7)2=21 J(n+7)2-14 J(n+T7)2-7 /(n+T7)2
e .t 2 + 2 + 2 + 2
(n+A)"+k (n+B)"—3 (n+B)"—2 (n+B)"—1 (n+B)

dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie miato sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako
V(n+T7)2 Vn?4+14n+49 \/n2+7~(2n+7)
(n+B)*>  n?+2Bn+B> n2+2An+ A%+ (2(B—A)n+B2— A?)’

cala suma przybiera postac

NGO B TR

& Ak (23)

gdzie
N(n)=2n+7=2(B—An+B*— A%, (24)

i w konsekwencji ma N (n)+1=2n-+8 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n
obie wartosci N (n) okreslone réwnaniami (24) musza by¢ réwne.

Aby prawa réwnosé (24) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wsp6t-
czynniki po obu jej stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu
réwnan: 2 = 2.(B—A) 1 = B-A

{ 7 = B?-A? { 7T = (B-A)-(B+A)

Dzielac stronami drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy 7= A+ B, co prowadzi
do A=31iB=4.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (23) obustron-
nie mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikoéw i mianownikoéw:

Vn2 - AT 24+ Tk < (n18)- (n+7)2
(n+4)2 o (n+3)2+k h (n+3)2 ’

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +o0.

Otrzymujeny onag). VP _(nt®m_ 2kb
(A T T (1147

(2n+38)-

oraz
(nsg) VOHTP _@nt8) (nen)  (245) (145)
n : = = — 2.
(n+3)? (n+3)? (1+§)2
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 2.
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Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 2.

190. Obliczy¢ wartosé¢ granicy
) n-+1 n—+2 n+3 In )
lim

n
+ + + b
”H"O(\/n“—l-n vVnrdn+1l Vnt4n+2  Vnidn+3 Vnt4+9n

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 9 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
waé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkosé¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé¢ mianowniki przez wspolna wielkosé, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

n n+1 n+2 n+3 In
by < + + + ot —=

"SVniin Valtn Vattn o Vatia Vnt+n
_nt(n+l)+(n+2)+(n+3)+... +9n
- Vnttn -
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
b n n n+1 . n+2 . n+3 P 9In _
"TVn o Votr+9n Vnt+on Vnt+9n Vni+9n
_nt+m+1)+(n+2)+(n+3)+...+9n
- Vit 0n —o
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
n—+9n

n+(n+1)+n+2)+n+3)+...+9In=8n+1)- =5n-(8n+1),
gdzie 8n+1 jest liczba wyrazéw powyzszego postepu.
Wobec tego
5n-(8n+1) 5-(8+2) 0
cn = = —
vnt+n V1+-5
przy n— oo i podobnie
. 1 5. 8_|_l
_bn (8n+1) ( n)_>40_

ap =
vnt+9n ’/1"‘7%
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <,

a ponadto

Jimy e, =10
oraz

nll_%lO a, =40,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =40.

n—oo

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 40.

191. Obliczy¢ wartosé¢ granicy

i ( 4n L dn+3 L dn+6 . 4n+9 . dn+12 n
im
=0 \WApd4+4dn  VAnA+4An+3  VAnA+4n+6  VAnt4+4n+9  VAnt+4n+12
13n—9 13n—6 13n—3 13n
ot + + + .
VAnt+13n—9 V4Ant+13n—6 V4nt+13n—3 V4ni+13n

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspdlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 13/4 przy n dazacym do nieskonczono$ci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkosé¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé mianowniki przez wspolna wielkosé¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

o 4dn N An+3 n 4dn+6 n 4n+9 P 13n _
"S VAt tan Vi +aAn  Vindi+dn  Vani+an T VAni+an
_AnA4-(4n+3)+(4n+6) +(4n+9)+... +13n
N Vini+in o
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
h> 4dn n dn+3 N 4n+6 n 4n+9 n +137n:
T VAT Bn VATt 13n VAT 13n VAnt+13n T VATt 13n
_An+4-(4n+3)+(4n+6) +(4n+9)+...+13n

a, .
VAant+13n
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Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
dn+13n  17n-(3n+1)

dn+(4n+3)+4n+6)+(4n+9)+...+13n=(3n+1)-

2 2 ’
gdzie
13n—4
Snpl=-""""" 14
3
jest liczba wyrazéw powyzszego postepu (o réznicy 3).
Wobec tego

_1Tn-@Bn+1) 17-(3+3) 51

Cn = =
2.\ /dnt4+4n 9. 4-1_% 4

przy n— oo i podobnie
17n-(3n+1)  17-(3+2) 51
_ _

a, = = .
2-V4n*+13n 2. 4—}-% 4

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an <b, <cp,

a ponadto
: 51
A G =
oraz
I 51
im a, =—,
n—o00 4

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

51
lim b,=—.

n—oo

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 51/4.

192. Obliczy¢ warto$é granicy
( 3" _i_3"*1-2_i_3”*2-4_1_3”*3-8jL N 9.2n—2 N 3.2n—1 N 2" >
3n+1 3"+2 3744  3"48 1 3n42n2 3n4on-l o Znyon

Rozwigzanie:

lim

n—oo

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie roznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 0 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
wad, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych roézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.
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Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep geome-
tryczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé¢ mianowniki przez wspolna wielkosé¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
3n 3l 3nm24 0 338 9.2n=2 3.on=l 9n
+ +...+

b”<37n+ n + n n n + 30 +37:
_ 3324302 A4 308 0-21 04 327 42"
3n n
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
b, > i +3”’1-2 + 3"’2-4+ s +.“+9~2"*2 + 3-2" + 2 =
3n42n  3n42n Fn42n In42n 3n42n  3n42n 0 3n42n
34324372 44377384 4927724320 4 2n .
3n+2n "

Ze wzoru na sume postepu geometrycznego otrzymujemy
3" 4371243724437 3.84...+9.2" 24 3.9n 7 L on —

—3n. 1- (?’));H_l —3n. 1- <1§>n+1 — 3n+1 . (1 _ <2>n+1> — 3n+1 _2n+1 7
1-2 ! 3

gdyz iloraz powyzszego postepu jest réwny 2/3, a n+1 jest liczba wyrazéw postepu.
Wobec tego

3n+1_2n+1 2 n
Cn= g =32 (3) —3-2-0=3
przy n— oo i podobnie
C_gioomt 3-2(5)" 3-2.0
o () 140

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

a ponadto
lim ¢, =3
n—oo
oraz
lim a, =
Jlim a, =3,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

nh_)nolo b,=3.
Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 3.
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193. Obliczy¢ granice
’ on N 2n—1 .3 N 2n—2 . 32 - 2n—k . 3k N N 3n
oo\ O Er o517 /o 5272 NS NCEw T

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie roznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw) bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki oszacujemy przez wspolng wielkosé, a liczniki, ktore tworzg postep
geometryczny, pozostawimy bez zmian.

Szacowanie od dotu (mianowniki od géry) prowadzi do:

b on N on—1, 3 N on—2, 32 N N 2n—k: . 3k N N an S
R Y N N Y N N O RV L T
on 2n—1 .3 2n—2 . 32 2n—k . 3k 3n

+...+

= + + —_— .. VY=
onon-l.34on=2.32 4 gpon k.3 430
= =ay,.
NCIENET

Z kolei szacujac od gory (mianowniki od dotu) otrzymujemy:

b on N 2n—1 .3 N 2n—2 X 32 N N 2n—k . 3k N N an -
R Y N N Y N N N O RV L
on 2n—1 .3 2n—2 . 32 2n—k: . 3k an

-+

SV 0 Voo Voo e T e
A e A R AT UE SN L
= T =

W licznikach uzyskanych oszacowan wystepuje suma tego samego postepu geome-
trycznego n+1-wyrazowego o pierwszym wyrazie 2" i ilorazie 3/2. Mamy wiec

3)n+1 o

onyon-l.gyon=2.32 4  qontk.ghy 4 3n=2n. ¢ 71
I

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci a,, < b, < ¢,, a ponadto
przy n— oo mamy

Cp -

— 3n+1 _ 2n+1

B 3n+1_2n+1 _ 3—2. <§)n

ap = D o 1+(g>n

—3
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oraz

3n+1_2n+1 2\ ™
= =3-2.(Z] -3,
’ 3" (3) -

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest rowna 3.

194. Obliczy¢ granice

, <(n+ 1?2 (n+2)? (n+3)? (n+k)? (2n—1)2 (2n)? >
lim et —=... :
n=oo\\/nb4+1 /nb+2 /nb+3 nb+k Vnl4+n—1 +nb+n

n-(n+1)-(2n+1)
6 .

Wskazéwka-przypomnienie: 12 4+224+3%+ .. +n* =

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspdlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do czterech przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Bedziemy wiec szacowad kazdy sktadnik
z osobna szacujac mianowniki przez wspélna wielkosc.

Szacowanie od dotu prowadzi do:

"o (n+k)? X (n+k)? n
b, = (n+k)?
Z\/n 6k Z\/nﬁ—i-n \/nﬁ—i-n kzzjl
Z kolei szacujac od gory otrzymujemy:
no(ntk)? @ (ntk)? 1 5
b, = n+k) =
EVErE S E v w

Obliczamy sum@ WyStQpUJQCQ we Wzorach na a, i cy:

n 2n " 2n-(2n+1)-(4n+1) n-(n+1)-(2n+1
k=1 k=1

k:l k=n+1

n-(2n+1)-(Tn+1)
o )
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci a,, <b, <c¢,, a ponadto
przy m — oo mamy

n-(2n+1)-(Tn+1) . 7

an =
6-vnb+n 3
n-(2n+1)-(Tn+1) 7

oraz

n : —
6-n3 3’

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 7/3.
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195. Obliczy¢ wartosé granicy

G G 6 (5) (") ()

I T .
”1—>n°1°(\/4"+1 VI3 JIr9  JAtar VA 31 \/4n+3n>

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ roznig — ilorazy srodkowych sktadnikéw
do skrajnych daza do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikow (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielko$¢. Liczniki tworza jednak n-ty wiersz troj-
kata Pascala, a wigc ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielko$é, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

G 6 6 G 0 I
TTVAF0 VA0 A0 /440 VATF0 /470
_ @O FE)FE) -+ () + ()
2n
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

(c) (1) (:) (5) L), ()

VAT 3 A3 A3 A4 3n VA3 4430

_ @O +E)+E) + () + ()
VR

Ze wzoru na sume wyrazow n-tego wiersza trojkata Pascala otrzymujemy

(666 ()6

277,
cp=—=1—1

2n

+...+

:CTL

=a,, .

Wobec tego

przy n— oo i podobnie
2" 1

ap = \/4n+3n - \/1_'_(%)71

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

— 1.

an, <b, <cp,
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a ponadto
lim ¢, =1
n—oo
oraz
lim a,=1
n=s60 a'n 3

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,=1.

n—oo

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 1.

196. Obliczy¢ granice ciagu zaczynajacego sie od wyrazu o indeksie 7:
7 8 9 10 n—1 n
I I I I =
=\ Wnk+7  VnkF+8  VnkF+9  Vnk+10 VnF+n—1 +/nk4n
dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczba rzeczywista
dodatnig.

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znig. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy przy k>2 mianowniki maja zblizona wielkos$¢. Liczniki tworza jednak pocza-
tek siodmej kolumny trojkata Pascala, a wigc ich sume bez problemu mozemy obliczy¢.
W konsekwencji bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspolna wielkos$¢, nie zmieniajac
licznikéw, a nastepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikow od dotu) prowadzi do
_ ) () 5 ., () L () ()
VIF+T VP8 ViE+9  ViF+10 T VnFn—1 VaF+n
COFQHE )4+ () ()
- nk4-0

_@+E+O+E) + (7))

nk/2

n

= Cn
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
7 8 9 10 n—1 n
R I IO
VnE+T  VnF+8  VnkE+9  /nk410 VnF+n—1 +/nk4n

L@@+ +E) -+ () + ()
Vit

Lista 4R - 180 - Strony 148-181

n

=a, .



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Ze wzoru na sume poczatkowych wyrazéw kolumny tréjkata Pascala? otrzymujemy

o) G ) (7)o () 6)=047)

Wobec tego
n+1
o = ( s ) _(n+1)-n-...-(n—6)/8 1
mn nk’/2 'I’Lk/z 8]
przy n— o0, o ile k =16. Podobnie

= —
Vnk+n nk/2.\/14+nl-k 8!

ap =

przy n— oo, o ile k= 16.

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
an S by <y,

a ponadto
lim ¢, =1/8!

oraz
lim a,=1/8!,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim b, =1/8!.

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k=16 wartos¢ 1/8!=1/40320.

2Wzér ten méwi, ze
£(0)-(02)
~ k kE+1
i moze byé¢ udowodniony indukcyjnie ze wzgledu na n. Mozna tez zapisa¢
k kE+1 k42 n—1 n k+1 k+1 k+2 n—1 n
(1) () () () G = )+ () (00) e () )

1
i wielokrotnie zastosowaé¢ do poczatkowych sktadnikéw wzor (Z) + (bi 1) = (Z:::1>
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