Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

107. Ktora liczba jest wieksza: (7—\/ﬁ)2017 czy (7—\/1_7)2015 ?
Odpowiedz: (7—T7)"" > (7 vT7)".

Powyzsza nieréwnosé¢ wynika z nieréwnosci 22017 > 22915 dla, x > 1 oraz z oszacowania

7T—VIT>T—V25=7-5=2>1.

108. Ktora liczba jest wieksza: (7— \/ﬁ)m” czy (7—@)2015 ?
Odpowiedz: (7—/37)" < (7-v37)"".

Powyzsza nieréwnoéé wynika z nieréwnosei 22°17 < 2295 dla 0 < 2 < 1 oraz z oszacowan

0=7-T=T-VA9<T7—/37<7—/36=T—6=1.

109. Ktora liczba jest wicksza: (7— \/ﬁ)zo17 czy (7—@)2015 ?
Odpowiedz: (7 - ﬁ) 201 > (7— \/ﬁ) 2015.

Powyzsza nieréwnoéé¢ wynika z nieréwnoéci 22°17 > 22915 dla —1 <2 <0 oraz z oszacowar

1 =T7-8=T7T-V6A<T—B7T<T7T—V49=T—7=0.

110. Ktoéra liczba jest wieksza: (7—\/ﬁ)2017 czy (7—ﬁ)2015 ?
Odpowiedz: (7 - \/ﬁ) 201 < (7— ﬁ) 2015.

Powyzsza nieréwnos$é¢ wynika z nieréwnosci 22017 < 22915 dla x < —1 oraz z oszacowania,

T—VTT<T—V64=T-8=—

11 10
111. Ktora liczba jest wieksza: 2%’ czy 1000%° 7

11 10
Odpowieds: 22 > 1000%"
Korzystajac z wlasnosci potegowania otrzymujemy

510

511 210510 210 510 510 2 510
227 =P 92 (92) > 10007
Ostatnia nieréwnos¢ wynika z nieréwnosci

922" _ 921 _ 9210 _ 91021 910 _ 1094 < 1000 .

112. Ktéra liczba jest wieksza: a® czy 1019 ?
Liczba a = v/2 wystepuje w pierwszym wyrazeniu 16 razy.

Rozwigzanie:
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Z réwnoéci a'® =16 wynika, ze pierwsza liczba jest réwna 16, jest wiec mniejsza.

113. Ktoéra liczba jest wieksza: log,b czy logya ?
Przyjmujemy a =log,3 oraz b=1og;2.
Rozwigzanie:

Poniewaz ab=1, mamy log,b=log,a = —1.
114. Uporzadkowa¢ podane liczby w kolejnosci rosnace;.
A=10"", B=10"", c=10"", D=10"", E=(10)"
3 10
F=(100N"", @G=2""" F=22"  1=10"", J=2%

Rozwigzanie:
Poprawny porzadek jest nastepujacy

EF<A<F<B<H<(C<G<D<J<I

Szacowania dowodzgce poprawnosci powyzszego uporzadkowania:
10
E= (10!)10! < (101()) 1000 101011 4
10 10
A=10"" = (10)""" < (10)"*" < (100" = F
F=(1001)""" < (10200>101° < (101000)1010 _100® - g
B < 1010% ~1610%°/4 — 910%° _ 9100010 - 9102410 _ 9210 _ py
H=2 <2 — 98" 109" - ¢
C <10 < 1610071 = 2100 —

200
G=2"""<10""" <D
299 300 300 100 100 1000 210
D < 1010 < 1610 /4 210 21000 < 21024 < 22 22 — J

J: 222 _ 221024 _ 24512 < 1010512 < 10101000 _ I

2100 2120 840

115. Dla odpowiednio dobranej liczby naturalnej n udowodni¢ nieréwnosci

2120 n 2122
n® <2"<n
Rozwigzanie:
Przyjecie n=2" pozwala na przepisanie podanej nierownosci w postaci rownowaznej:
2m 2120 2 2m 2122
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czyli
m-2120 < om <. 2122

7 kolei podstawienie m = 2*¥ prowadzi do
ok+120 - 22k < Qk+122 :

czyli
k+120<2F < k+122.

Zauwazajac, ze powyzsze nieréwnosci s prawdziwe dla k=7, otrzymujemy m =27 =128
i w konsekwencji n = 2128,

116. Wskaza¢ odpowiednig liczbe naturalng n i udowodnié¢ dla niej nieréwnosci

2017 2018
<< n?
Rozwigzanie:
Sposob 1
Przyjmijmy n = 2¥. Wéwczas podane nier()wnos’ci przybieraja postac
2]43 22017 2 2]€ 22018
czyli

k'22017 < 2k < k'22018 ]
Zauwazmy, ze powyzsze nieréwnosci sa prawdziwe dla k= 2028, gdyz wtedy
k- 22017 20928 - 22017 <2048 22017 211 22017 22028 2k’

oraz
2k — 22028 210 22018 1024 - 22018 < 2028- 22018 k- 22018 )
Odpowiedz
Liczba spetiajaca podane nieréwnosci jest n = 22928,
Sposob 11
Przyjmijmy n = k-22°'7. Wtedy podane nieréwnogci przybieraja postaé
(k_22017>22017 < k2207 _ (k_22017>22018 7
czyli

92017 2017

(k:-22017) 22017 < <2k> < (k2-24034)2 7

co jest rownowazne nieréwnosciom
k- 22017 < 2k3 < k2 . 24034 (Q?) .
Zauwazmy, ze nieréwnosci (©) sa prawdziwe dla k =2028, gdyz wowcezas
k- 22017 2028 - 22017 <2048 - 22017 211 22017 22028 2k

oraz
2 22028 220 22008 — 10242 22008 < 20282 22008 ]{72 . 22008 < k2 . 24034 ]
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Ale nieréwnosci (©) sa tez prawdziwe dla k= 4056, gdyz woéwczas
k. 22017 = 4056 - 22017 < 4096 - 22017 — 212 . 22017 22029 < 24056 2k

oraz
2 24056 222 24034 20482 24034<40562 24034 k2 24034

OdpowiedZ
Liczbg spehiajaca podane nieréwnodci jest n = 20282217, A innym przyktadem jest
n = 4056227,

117*. Wskazaé¢ odpowiednig liczbe naturalng n i udowodnié¢ dla niej nieréwnosci

2017
4" <n® < 8",
Rozwigzanie:

Slepa uliczka
Przyjmijmy n = 2. Wéwczas podane nierownosci przybieraja postac

k’22017 2k
L) <82",

czyli kolejno
2.2F < . 2201 < 3.9k

9. 2]672017 < k <3. 2]672017 ] (QQ)

Jednak nie udaje sie dobraé liczby naturalnej k, ktéra spelniataby nieréwnosci (Q).

Rozwigzanie poprawne
Przyjmijmy n = k-22°'7. Wtedy podane nieréwnogci przybieraja postaé
4k,22017 < (k . 22017) 22017 < 8k'22017

Y

czyli

22017 22017

(4" < (e22m) ™ < (1)
co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom
AF < | 92017 - gk
2k<l€-22017<23k. (*)
Zauwazmy, ze nieréwnosci (d) sa prawdziwe dla k= 1000, gdyz woéwczas
92k _ 92000 1. 92017 ~ 910 92017 _ 92027 _ 93000 __ 93k
OdpowiedZ
Liczbg speiajaca podane nieréwnosci jest n = 1000-2%'".

Uwaga
Liczbe wymagang w zadaniu otrzymamy takze dla k spelniajacych nieréwnosci

676 <k <1013.

Zauwaz, ze wsrod tych liczb nie ma potegi dwojkil!!l
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118. Udowodnié¢ nierdwnosé 1000
2

n" < 2¥
dla wybranej przez siebie liczby naturalnej n > 1.
Rozwigzanie:

Zalézmy, ze n= 22k, gdzie k jest liczba naturalng. Dana w zadaniu nieréwnos¢ przyjmuje

wowczas postac
o 21000

(22k)(22 )

)

co po uproszczeniu sprowadza sie do
22"
<27 (1)
Dwukrotne zlogarytmowanie przy podstawie 2 nieréwnosci (1) prowadzi do nierdw-
nosci rownowaznej

ol 2k-+1000

k4 2k +1000 - 92% (2)

Zauwazmy, ze nieréwno$é (2) jest spelniona dla k=10, gdyz wéwczas mamy
L =104 21010 94 4 91010 - 91010 4 91010 _ 91011 91024 _ p

Odpounedz:

Przykladem liczby spelniajacej warunki zadania jest n= 22" = 21024,

vav?
vz
2
119. Niech A4, =v2"" , gdzie V2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wy-
konujemy od géry. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosc¢
A, <2.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy indukcyjny dowdd nieréwnosci
A,<2.

1° Dla n=1 mamy A; =v/2, dowodzona nieréwnos¢ przybiera wiec postaé
V2<2,
jest zatem prawdziwa.
2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze
A, <2. ()

Wykazemy, ze wowczas

An+1 <2. (<>)

Zauwazmy, ze

An=(vD)",
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wobec czego po skorzystaniu z zalozenia indukcyjnego (&) oraz z nier6wnosci a* < a? dla
a>11x<y, otrzymujemy

co koriczy dowdd nieréwnosei ().

Na mocy zasady indukcji dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

\/53
vaV?
.
V2
e

V2
120. Niech A,, = \/5 , gdzie v/2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle wy-
konujemy od géry. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosc¢
A, < 3.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy indukcyjny dowdd nieréwnosci

A, <3.

1° Dlan=1mamy A;= \/53 =21/2=1/8, dowodzona nieréwnosé¢ przybiera wiec postaé
V8<3=19,
jest zatem prawdziwa.
2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
A, <3. ()

Wykazemy, ze wowczas
An+1 <3. <<>)

Zauwazmy, ze

A= (V)™

wobec czego po skorzystaniu z zalozenia indukcyjnego (&) oraz z nieréwnosci a® <a¥ dla
a>11z<y, otrzymujemy

Av= (V)" <(V2)’=2v2=vB <0 =3,
co konczy dowdd nieréwnosci ().

Na mocy zasady indukcji dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

121. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodnié, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

C| D
nf+l-n——|<—.
ni n

Rozwigzanie:
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Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratow przepisujemy lewsq strone nierownosci w po-
staci niezawierajacej réznicy wyrazen zblizonej wielkosci:

2 2

C C n?+1—(n+¢ 1-20-%
‘\/Tﬂ—i—l—n— :‘\/rﬂ—l— —(n—l—)‘: < "g = nQC

n n \/TLQ—H—F(TL—F%) \/nz—‘f'lﬁ—(n‘f‘g)
W liczniku ostatniego wyrazenia dominujacymi sktadnikami sg 1 oraz 2C. Aby wyraze-
nie to miato mozliwie maly rzad wielkosci, dobieramy C' tak, aby te dwa sktadniki sie
uprodcity, czyli C'=1/2. Przy tej wartosci C' wykonujemy szacowanie od géry:

1
1 1/8

n? _

1
Vi + (nt ) At (ViRdltnt L) an?(VaEr0+n+0)  nd

co konczy rozwiazanie zadania z D =1/8.

Uwagi:
Stata C' jest wyznaczona jednoznacznie. Kazde rozwiazanie z C # 1/2 jest bledne.
Stata D =1/8 jest najmniejsza mozliwa. Kazde rozwiazanie z D < 1/8 jest btedne.

122. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nierownosci
8 6 _ 4
C< Vnt+4+3nb—n <D
™m?—4n+5
Liczby C'i D musza spetniaé nieréwno$é D < 6C (wersja tatwiejsza).
Liczby C'i D musza spetiaé nieréwnosé D < 4C' (wersja trudniejsza).

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéw przepisujemy dane w zadaniu wyrazenie
w postaci niezawierajacej w liczniku réznicy wyrazen zblizonej wielkosci:

Vnd84+3nb—nt  V/n¥+3n8—nt /n¥+3n4+nt n®+3n® —n® B
Tn2—4n+5  Tn2—4n+5 \/n8+3n6+n4_(7n2—4n+5)-(\/n8+3n6+n4>_
3n®

(T2 —4n+5)- (\/n8+3n6+n4>

Przeprowadzamy szacowanie od gory:
3nS < 3nS 3 1
(7n2—4n—|—5)'(\/n8+3n6+n4) h (7n2—4n2—|—0)'(\/n8+0+n4) 32 2

Przeprowadzamy szacowanie od dotu:
3nS S 3nS 3 1
(7n2—4n+5)-(\/n8+3n6+n4) g (7n2—0—|—5n2)-(\/n8+3n8+n4) 12-3 12

co daje zaleznos¢ D =6C" wystarczajaca do rozwiazania w wersji tatwiejsze;j.
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Subtelniejsze szacowanie od dotu wykorzystuje nieréwnos¢ 4(n—1) >0 zamiast 4n >0
i wyglada nastepujaco:
3nS B 3nS -
(T2 —4n+5)- (VF+3n8+nt)  (Tn2—4(n—1)+1) (VS +3n8+nt) =
S 3nS _ 3
T (T2 —0+n?)- (Vi +3nS+nt) 83

co daje zaleznos¢ D =4C wystarczajaca do rozwigzania w wersji trudniejsze;j.

1
:—:C
8 )

123. Dobraé¢ odpowiednie liczby wymierne dodatnie C' oraz D i udowodni¢, ze dla
dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieroéwnosci

6nt —3nb+2
S 6ntt—3n5+3
Liczby C'i D musza spetniaé nieréwno$é D < 8C' (wersja najlatwiejsza).
Liczby C'i D musza spetniaé nieréwno$é D < 4C' (wersja $rednio trudna).
Liczby C'i D musza speliaé nier6wno$é D < 2C' (wersja najtrudniejsza).
Rozwigzanie:
Przeprowadzamy szacowanie od gory:
6n't—3n°+2 6ntt—0+2ntt 8n!t 8

6n't —3n5+3 " 6n't—3ntt40 3ntt 3
Przeprowadzamy szacowanie od dotu:
6n''—3n°4+2 _ 6n''=3n''+0 3n'' 1 _o

> = —
6n'' —3n5+3 7 6nll—0+3n!l  9n!l 3
co daje zalezno$¢ D =8C wystarczajacg do rozwigzania wersji najltatwiejsze;j.

Subtelniejsze szacowania wykorzystujg nieréwnoéci —3n% +2< —3+2=—1<0 oraz
—3n® +3 < —3+3 =0 zamiast odpowiednio —3n° <0 oraz —3n® <0 i wygladaja naste-
pujaco:

6n'' —3n°4+2  6n''+(—3n°+2) B 6n''—0  6n''
6nll—3n°+3  6nll—3n°+3  6nll—3n!'+0 3n!l
6n'' —3n°+2  6n'' —3n°+2 - 6n'' —3n''+0  3n'' 1 _c
61l —3n5+3  6nll4+(—3n5+3)°  6pll—0  6nit 2

To daje zaleznos¢ D =4C wystarczajaca do rozwiazania wersji $redniej.

2=D

Y

Mozna tez zauwazy¢, ze
6n' —3n°+2<6n' —3n°+2<6n'' —3n°+3,
skad
6nt —3n8+2
6n't —3n°+3
Zatem rozwiazanie wersji §redniej mozna uzyskacé takze przy uzyciu szacowan z C'=1/3
oraz D =1.

<1=D.
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Przedstawione wyzej szacowania z C'=1/2 oraz D =1 skladaja sie na rozwiazanie
wersji najtrudniejsze;j.

124. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng k oraz liczby wymierne dodatnie C oraz D,
a nastepnie udowodnic¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nierow-
nosci

CnF <VAR2 14+ VAn2 + 24+ V4An2 +3+VaAn2 + 4+ ... +V16n2 — 1+ V1602 < Dnk .

Trudnos$é zadania zalezy od uzyskanego przez Ciebie ilorazu D/C":
e Przy D/C > 2 zadanie jest najlatwiejsze.
e Przy D/C < 3/2 zadanie jest najtrudniejsze.

Rozwigzanie:

Dana w zadaniu suma ma 12n? sktadnikéw. Mozemy zatem wykonaé szacowania

16n2
24n® =120 ViaAn2< Y Vi <12n%-V16n2=48n",
i=4n2+1

co konczy rozwiazanie w wersji najtatwiejsze;j.

Uzyskali$my tu liczby k=3, C'=24, D =48 i iloraz D/C =2.

Bardziej subtelne szacowanie wymaga rozbicia wyjsciowej sumy na dwie sumy

16n2 9In? 16n2
> Vi= Y Vi+ Y Vi,
i=4n2+1 i=4n2+1 i=9n2+1
a nastepnie wykonania szacowania dla kazdej z sum z osobna.
Otrzymujemy
9n?
10n° =5n%-Van2< Y. Vi <5n?-Von2=15n°
i=4n2+1
oraz ,
16n
2003 =2 Vo2 < Y Vi <7n?-V16n2=28n°,
i=9n2+1
skad po dodaniu
16n2
3nP< Y Vi <43n®,
1=4n2+41

To konczy rozwigzanie wersji najtrudniejszej.
Uzyskane liczby to k=3, C =31, D =43, a zatem D/C =43/31<45/30=3/2.

125. Dobra¢ odpowiednie liczby catkowite dodatnie s i ¢ oraz odpowiednig liczbe
wymierna dodatnia C' i udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodza

nieréwnosci .
(\/ nl0+8n’ — n5)
< - <18C'.
(\/ n®+3n’ — n4>
Rozwigzanie:
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Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepuja réznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy dwukrotnie wzor na roéznice

kwadratow w postaci

Otrzymujemy

a2_b2
—b= .
“ a+b

(\/W—n5)s B (\/m+n4>t-(8n7)s B (\/m+n4)t-23s-n7s

(Vi T8 —nt) (Vs ) - (3n) (Va0 ) 3

Szacujemy ostatnie wyrazenie od gory

( /n8+3n7+n4>t'238.n75 ( /n8+3n8+n4>t‘238.n78 (3n4)t235n75 ) ) X
< — =9 S'TL s—3t

(V87 +n3) -3t

1 od dolu

(\/m+n4)t~23s-n7s .

(\/m+n5>s-3t-n7t
(vn8+0+n4)t~235-n73

©(2nP)*-3t.nTt

t _
(2n4) . 235 . n?s 2$+t . nQS 3t

(V807 +n5)"-30nTt ~ (Val0 8010 4n%)" 3007t T (dnd) 3t

3t

Poniewaz oszacowania maja by¢ niezalezne od n, musi by¢ 2s — 3t =0, wobec czego
przyjmujemy s=31t=2. Wéwczas dolne oszacowanie przybiera wartos¢ C'=32/9, a gbrne

64 =18C.

OtrzymaliSmy wiec wymagane oszacowania ze staltymi s =3, t =2 oraz C'=32/9.

W kazdym z ponizszych zadan wpisz w miejscu kropek dwie liczby wystepujace w cia-
guO 1.2.5.10. 100 105 1010 1020 1050 10100 10200 10500 101000 102000 105000 1010000

20000 50000 100000 200000 500000 1000000
1020000 1()30000 1100000 (200000 1()500000 1()

wstaty prawdziwe nieréwnosci.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

Lista 3R

10100 < 2500 < 10200
10500 < 32000 < 101000
102000 < 210000 < 105000
1010000 < 3010000 < 1020000
102 <22 < 107
1010000 < 44444444 < 1020000
1020000 < 77777777 < 1050000
105000 <20112011 < 1010000
1010000 < 2225555 < 1020000

10500 <5555222< 101000

- 139 -

na kolejnych miejscach tak, aby po-
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136. 10500 <333333< 101000
137. 1020999 < 10000! < 1039000
138. 10" < 666! < 10*%
139. 101 < 50001 < 10*°°%
140. 10100000 <35000|< 10200000
141. 1079 < (10%)1 < 107000
200 500 500
142. 107 < (74+2v2)7 < 10
500 500 1000
143. 10°° < (6+3v2)" < 10
144. 10200 <<91_{_1/91>100< 10700
1000
145. 10° <( ] >< 1010
1
146. 10" <( 040()) < 10%
10000
147. 1010 << - >< 1020
148 10200 107 < 10°%
' 100
1 10
149. 10100 ~ ( ;)0 ) < 10200

150. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié, ze dla dowolnej

liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci
C' <VIn?+40n—V9In?+16n < 2C.

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na réznice kwadratow w postaci
a® —b?
a+b
prawdziwy w przypadku a+b# 0, otrzymujemy
24n 24

?

VOn2+40n —vVIn2+16n =

VOrZ A0 +vOn2+ 16n 9+ 0+ fo+ 16
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Szacowanie od dotu (mianownika od gory, czyli n od dotu przez 1) prowadzi do:
24 24 24

> p—
OOy o487 V9+40+19+16  T+5

=2=C.

Szacowanie od géry (mianownika od dotu, czyli 1/n przez 0) prowadzi do:
24 24 24

< = —4=2C.
JIHO 1 0416 79404940 3+3

Zatem udowodniliSmy podane w tresci zadania oszacowania ze statyg C'=2.

Uwaga:

24 >
Nietrudno zauwazy¢, ze ciag = - jest rosnacy, jego pierwszy wyraz
I+ 84+ Jo+8) |
jest réwny 2, a granica! 4. Wynika stad, ze uzyskane przez nas oszacowania sg optymalne,

w zwigzku z czym w kazdym poprawnym rozwigzaniu musi by¢ C' = 2.

151. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

C<In3163n2—n<70.

Rozwigzanie:
Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest r6znica wyrazen zblizonej wielkosci, za-
stosujemy wzor na réznice szescianéw w postaci
a®—b?

Otrzymujemy
ST 63n2
= (/n56302)" +n- Y3+ 6302 +n?
Dalsza czes$¢ rozwiazania mozna przeprowadzi¢ dwoma sposobami.
Sposob I
Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:
63n? 63n?

> —
(\3/ n3 +63n2>2 +n-n3+63n2+n? (\3/n3 +63n3)2 +n-n3+63n3+n?
_ 63n2 _ 63n* 5
C 16n2+4n2+n2  2In2

ITu i wszedzie dalej, gdzie pojawia sie granica ciggu: Jedli nie wiesz, co to jest, odl6z czytanie tych
fragmentow na pdzniej.
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i od gory (szacujac mianownik od dotu):
63n> 3 63n2 _ 63n?
(V34 6302) " 4n- Y3+ 6302 +n2 (Y3 +0) 4n- VP +0+n2 37
Otrzymalismy wigc wymagane oszacowania ze stalag C'= 3.

Sposob 11
Oznaczamy uzyskane wyrazenie przez a, i przepisujemy je w postaci

63n> B 63
(¢/n?+63n2)" +n- V/nd+ 630 +n? (,3/1+6—j)2+ (RN
Poniewaz licznik ostatniego wyrazenia jest staty, a mianownik maleje wraz ze wzrostem n,

ciag (a,) jest rosnacy. Stad wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nie-
rownosci

<ap < i .
U< an S i an

Poniewaz a; =3 oraz lim a, =21, otrzymujemy wymagane oszacowania ze stata C'=3.
n—oo

152. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C < V8425507 —n < 32C .

Rozwigzanie:
Sposob I:

Poniewaz wyrazenie dane w tresci zadania jest roznica wyrazen zblizonej wielkosci,
powinnismy przez wykorzystanie wzoréw skroconego mnozenia doprowadzié¢ je do posta-
ci, w ktérej mozna bedzie wykonaé¢ odejmowanie.

W tym celu trzykrotnie zastosujemy wzér na réznice kwadratow w postaci

a® —b?
a=b= a+b’
gdzie przy dodatnich a, b mianownik jest zawsze rézny od zera.
Mozemy tez od razu zastosowaé wzor na réznice 6smych poteg w postaci
a®—b®
(a+b)-(a2+02)-(a*+b*)’
ktory powstaje wtasnie przez trzykrotne skorzystanie ze wzoru na réznice kwadratow.

a—b=

Otrzymujemy

o B 255n7
Y s St 4 ) (Vs + 3001 4 12) (/s £ 250 )

Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac mianownik od goéry:

()

255n7
(\8/ n8+255n7 +n) . (\4/ n8+255n7 —|—n2) . (\/ n8+255n7 +n4> >
255n7

> <\8/ n®+255n8 + n) . (\4/ n8+255m8 +n2> . (\/ n8+255m8 + n4> B

Lista 3R - 142 - Strony 130-147



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

255n7 25517
p— p— pr— 1
17n-5n2-3n*  255n7
i od géry (szacujac mianownik od dotu):
25507 <
(V5 +255n7 +n) - (VB +255n7 +n2) - (Vnf +255n7 +nt)
255n7

< —
(\8/n8+0+n> . (\4/n8+0—|—n2) : (\/n8—|—0+n4>
2550 255nT 255 _ 256 _
~ 2n-2n2-2n* 807 8 8
Otrzymalidmy wiec wymagane oszacowania ze stalg C'=1.
Sposob 11:
Zaczynamy jak w sposobie I. Otrzymawszy wyrazenie ({) przeksztalcamy je dalej
1 oznaczamy przez a,:

32.

255n.7
(VnE+255n7 +n) - (VS + 25507 +n?) - (Vi + 25507 +nt)
255

= — an .
(VI+255n T+1)- (VI+255n T+1)- (VI+255nT+1)
Poniewaz w powyzszym wyrazeniu wraz ze wzrostem n maleje mianownik, a przy
tym wszystkie sktadowe tego wyrazenia sa dodatnie, ciag (a,) jest rosnacy. Dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza wigc nieréwnosci

a1 < a, < khm ag . (*)
Poniewaz
a;=V1+255—-1=2-1=1
oraz
i i 255
1m ap = 111m =
koo " koo (VI+255kT4+1)- (V1+255kT+1)-(vVI+255kT+1)
255 255 255 256

(VI+0+1)-(VI+0+1)-(VI+0+1) To03 s T8 %

otrzymujemy wymagane oszacowania ze statg C'=1.

Uwaga:
Formalnie poprawna, ale dydaktycznie bardzo niezreczna wersja nieréwnosci (), to
a1<an<nli_)rgoan.

W powyzszym wzorze zmienna n wystepuje w dwoch zupetnie réznych rolach. Przemia-
nowanie jednego z jej bytow na k pozwala unikng¢ nieporozumien.

153. Dobraé¢ odpowiednig liczbe wymierna dodatnig C' i udowodnié, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

C 4C
— < Vi1 —n< —.

n n
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Rozwigzanie:
Stosujac wzor na roznice czwartych poteg w postaci
4_ 34
a*—b

= ) (ath)

otrzymujemy

J— 15n2 _ 15
Y = e ) (Ve n)  w (T B+ 1) (15 +1)

Szacowanie od dotu (mianownika od gory) prowadzi do:
15 15 1

ne(J1+ 35 +1)( 1+i—§+1)>n-<\/1+—15+1>'({l/1—i——15+1) n’

Szacowanie od gory (mianownika od dotu) prowadzi do:
15 15 15 16 4

() (i B ) (VIO ) (7051

Zatem udowodnilismy podane w tresci zadania oszacowania ze stata C'=1.

154. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodnié¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

V25n2+11—-5n
Vnt+80n2 —n

C< <11C.

Rozwigzanie:
Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepuja roznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy w liczniku wzér na réznice
kwadratow w postaci

2 _ 12
a”—b
a—b=
a+b "’
a w mianowniku nastepujacy wzor na réznice czwartych poteg:
CL2 _ b2 (14 o b4

—b= = .
¢ a+b  (a+0b)-(a®+0?)

Otrzymujemy
V25n24+11—5n B 11-(m+n) . <\/m+n2)
Vnf+80mZ—n (\/m+5n)-80n2 '
Szacujemy ostatnie wyrazenie od gory
11 (V/n?+80n% +n) - (vn'+80n? 4 n?) _1 (Vn*+80n?+n) - (vn*+80nT+n?)
(V2502 +11+45n) - 80n?2 h (V25n2+0+5n) - 80n?
11-4n-10n% 11
~ 10n-80n% 20
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i od dotu
L (YT T 8077 4 n) - (VAT F80R7 402) 11 (
(V25n2+11+5n) -80n?2 ~ (V252 +11n? +5n) -80n?
B 11-2n-2n? 1
11n-80n2 20~
OtrzymaliSmy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=1/20.

11-(Vn'+0+n) - (Vat'+0+n?)

155. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnia C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

V2512 +24—5n

2C'.
VIn?+40—3n

C<

N

Rozwigzanie:
Poniewaz zaréwno w liczniku, jak i w mianowniku wyrazenia danego w tresci zadania
wystepujag réznice wyrazen zblizonej wielkosci, zastosujemy dwukrotnie wzor na réznice
kwadratow w postaci
a® —b?
a—b= .
a+b

Otrzymujemy
V252 +24—5n  24-(v9n?+40+3n)
VOn?+40—3n 40+ (V25n2+24+5n)
Szacujemy ostatnie wyrazenie od gory

24-(VOn?+40+3n) _24-(VOr?+40n2+3n) 24-(Tn+3n) 24-10n 3

40- (V252 +24+5n) © 40-(V25n2+0+5n)  40-(5n+5n)  40-10n 5
i od dotu
24-(\/9n2+40+3n) o 24-(\/9n2+0+3n> _24-(3n+3n)  24-6n 3

40- (V2512 +24+5n) ~ 40- (V2502 +24n2+5n)  40-(Tn+5n)  40-12n 10

Otrzymalismy wiec wymagane oszacowania ze stata C'=3/10.

156. Na potrzeby tego zadania liczbe nazwiemy tadna, jesli ma jednocyfrowy licznik
i jednocyfrowy mianownik.
Dla odpowiednio dobranych tadnych liczb wymiernych dodatnich C'i D spetniajacych
nieréwnos$¢ D < 3C' udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

Y3 T —n

C< <D.
S VAnt+5—2n2
Rozwigzanie:
Stosujac do licznika wzor na roéznice szeScianéw w postaci
CL3 _ b3
a—b=——7-—,
a?+ab+b?

Lista 3R - 145 - Strony 130-147



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

a do mianownika wzor na roznice kwadratéw w postaci

a®—b?
h=
¢ a+b ’
otrzymujemy
YErT—n 7-(VAn +5+2n?)

VianT+5-2n2 <€’/(n3+7)2+n- \3/n3+7+n2> 5
Szacujemy ostatnie wyrazenie od dotu, szacujac licznik od dotu i mianownik od gory:

7-(VAn* +5+2n?) N 7-(VAn*+0+2n?) 4

<\/3 (n34+7)°+n- \3/n3—+7+n2) 5 ( (n347n3)* +n- m+n2) 5 5
Nastepnie szacujemy od gory, szacujac licznik od gory i mianownik od dotu:
7-(VAn*+5+2n?) _ 7-(VAn*+5nt 4 2n?) 7
<W+n- W—i—rﬂ) 5 (W—I—n m+n2) 5 3
Otrzymaliémy wiec wymagane oszacowania ze stalymi

4 7 35 36 12
C=5 1 3 55 15 5 ¢

157. Dobra¢ odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' i udowodni¢, ze dla dowolnej
liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

_ V/36n+28 —/36n+ 13
S V25 +T75—V25n+ 11

Rozwigzanie:

Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzoér na
roznice kwadratéw w postaci

a®—b?
a—b= b
prawdziwy w przypadku a+ b+ 0, otrzymujemy
V/36n+28—/36n+13 _ 15-(V25n+75++/25n+11)
V25 +T75—/25n+11 64+ (1/36n+28++/36n+13)

b

Szacowanie od dotu (licznika od dotu i mianownika od géry) prowadzi do:
15-(V25n+ 75+ v2n+11) 15+ (v25n+0+v/25n +0)
64- (v/36n+28+/36n+13) ~ 64-(/36n+28n+/36n+13n)

15-10- 150-vn__ 5 _,

64 (V6An++/49n)  64-15-\/n 32

Szacowanie od gory (licznika od géry i mianownika od dotu) prowadzi do:
15-(V25n+75+v2n+11) _ 15-(v25n+T5n++/25n +11n)
64- (v/36n+28+/36n+13) ~ 64-(\/36n+0+/36n+0)
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~ 15-(V/100n+v/36n) _ 15165, -
64-12-\/n S 64-12-y/n 16 T

Zatem udowodniliémy podane w tresci zadania oszacowania ze stata C'=15/32.

158. Wskazujac odpowiednig liczbe wymierng dodatnig C' oraz liczbe rzeczywista k
udowodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

\/40n 1143

k< <4C-nF
YA0nt+il—1 "

C-n

Rozwigzanie:

Szacujemy dane w tresci zadania wyrazenie od géry (szacujemy licznik od gory, a mia-
nownik od dotu, upodabniajac wszystkie sktadniki do sktadnika dominujacego; nastepnie
szacujemy wspotczynniki pod pierwiastkami tak, aby przy pierwiastkowaniu uzyskac licz-
by catkowite):

VA0n —11+3 \/40n—0+3n1/2 _ VA9 +3nt/?  10n!/? 16
VA0n+11— 1 JA0n+0—nl/3 = J2Tn—nl/3  2nl/3

Analogiczne szacowanie od dotu (licznik od dotu, mianownik od géry) prowadzi do:

VAR —T1+3 _ vA0n—TIn+0 _ V290 _ v25n _ 5n'/2 Bnt/s
JI0n 111~ JA0n+11n—0 \3/5171 Voan  an'B 4

Udowodnili$my wiec zadane nieréwnosci ze statymi C=5/41 k=1/6.

Uwagi:

Liczba k=1/6 jest wyznaczona jednoznacznie. Kazde rozwiazanie, w ktérym wyste-
puje inna wartosc k, jest bledne.

Stata C' wynika po czesci z natury szacowanego wyrazenia, a po czesci z przyjetej
przez nas metody szacowania. Przy innej strategii szacowania mozna sobie wyobrazi¢
poprawne rozwiazanie z inng stata C.

W powyzszym rozwigzaniu wystepuja ostre nieréwnosci, podczas gdy w tredci zadania
nierownos$ci sg stabe. To dlatego, ze celem zadania jest uzyskanie zasadniczego oszaco-
wania, a nie $ledzenie, ktore nieréwnosci sa stabe, a ktore ostre — stad stabe nieréwnosci
w tezie zadania, pomimo ze tatwo mozna uzyska¢ ostre. Przy tak sformutowanej tresci
zadania, w przedstawionym wyzej rozwigzaniu mozna wiec zamieni¢ nieréwnosci ostre
na stabe (wszystkie lub niektére z nich).
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