Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Zbadaé, czy funkcja f okreslona podanym wzorem ma ekstremum (jesli tak, to jakie:
minimum czy maksimum lokalne) w podanym punkcie .

2

651. f(:c):ex—m—%, xo=0
NIE
z? 2?
652. f(x):ex—a:—?—g, xo=0
MIN

653. f(z)=sinz—In(l+4+2z), 0=0
MIN
654. f(x)=2cosx+In (1+:c2), xo=0
MAX
655. f(x)=arctgr—x, xo=0
NIE
x
656. f(x)=arctgx— 5 To= 1
MAX
657. Funkcja f:[a, b] = R ma w przedziale Dy =|a, b] ciagte pochodne do rzedu trze-

ciego wlacznie (na koncach przedzialu ma pochodne jednostronne réwne odpowiednim
granicom jednostronnym odpowiednich pochodnych).

a) Czy funkcja f ma w punkcie a ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne), jezeli:

(i) f'(a™) >0

MIN

(i) f'(a*) <0
MAX

(it}) f'(a*) =0, f"(a*)>0
MIN

(iv) f(a*) =0, f'(a*)<0
MAX

(v) fia*) = f"(a*) =0, f"(a*)>0
MIN

(vi) f(a*) = f"(a*) =0, f"(a*)<0
MAX
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b) Czy funkcja f ma w punkcie b ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne), jezeli:

(vii) f/(b7)>0
MAX
(viii) f'(b7) <0
MIN
(ix) f'(b7) =0, f"(b7)>0
MIN
(x) f/(b7)=0, f"(b7) <0
MAX
(xi) f/(b7) = f"(b") =0, f"(b7)>0
MAX
(xii) f/(b7)=f"(b")=0, f"(b7)<0
MIN
665. W zadaniach 665.1-665.10 funkcja fj jest okreslona wzorem
fo(z)=2"-In(1+2).

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka nieskra-
calnego wartos¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

665.1. f/'(0)=2 665.2. f/"(0)=—3
665.3. f{V(0)=8 665.4. f”(0)=—30
665.5. f/(0)=6 665.6. f1V(0)=—12
665.7. fi”(0)=40 665.8. fi(0)=24
665.9. £ (0)=—60 665.10. f.”(0) =120
666. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem
flz)=a%-€".
Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fUV(0)=110 b) f19(0)=90
c) fO(0)="72 d) f®(0)=56
667. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
flx)=a%e".
Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) f#(0)=24 b) f©(0)=120
c) f19(0)="720 d) f9(0)=990
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668. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
flz)=a""e".
Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) f199(0)=100! b) f19D(0)=101!
c) f199(0)=102!/2 d) f19(0)=103!/6

669. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(z)=sin’z.
Podaé¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fO(0)=—8 b) f®(0)=0
c) f©0)=32 d) f®(0)=-128

670. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
z-In(1+2)

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartos¢ pochodnej odpo-
wiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fAY(0)=-1/120 b) f12(0)=1/11
c) f19(0)=-13/12 d) fA9(0)=14

671. Niech f(z)=e"". Obliczy¢ f29(0) i f2021)(0).
Rozwigzanie:
Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej funkcji gtadkiej g, ze

o1 gk
exzzg%—x -g(x).
k=0 V"

Wobec tego

404 .I'Sk

f(:)j) :€x5 _ Z H_}_xQOQ&') g ($5)

k=0

i w konsekwencji

20200 2%
2020) ( .\ _ 2025 5
e () = 404! +d;1:2020 (37 -g(m )) '

Zatem 5020
f(2020) (O) _ s
404!
Analogicznie
f(2021)(a:) _ a** (x2025- (x5))
T 2021 9 ’
skad

f(2021) (0) =0.
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672. Dobra¢ takg liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=In(1+z)+e " +az®

speliata warunek

f///(o) — 0 )
Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jedli tak, to jakie?
Rozwigzanie:
Ze wzoru Taylora wynika istnienie takich funkcji gtadkich g i h, ze
2 3
In(1+2) :x—?—l—?—zjtx“r’-g(x)
oraz s s
P x
I ey e ——— L A
e x+ 56 + o +a°-h(x)
Zatem
. 5.2t
In(l4+z)+e "= 1+€_ or T2 (g(x)+h(x)).
Stad wynika, ze warunki zadania spelnia a = —1/6 i wowczas

5-24
flay=1-"2%

ma w zerze lokalne maksimum, gdyz

+2° (g(x)+h(z)) =1+ (;j +z-(g(x) —|—h(:1:))> -t

ﬂ%-:c- (g(x)+h(z)) <0

dla z bliskich 0.

673. Dobrac¢ takg liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(z)=sin (x?’) +a-sin <x5)

speliata warunek

F39(0)=0.
Rozwigzanie:
Ze wzoru Taylora wynika istnienie takiej funkcji gtadkiej g, ze
‘ 3 45 :
smx—:c—gjLﬁ%—x -g(x).
Zatem
9 .15 15 25
f(z)=sin (x?’) +a-sin (x5) :x3—%+f70+x21~g (:U3) +a~x5—%+%+a~x35-g <x5) =
9 15 4
_ .3 5 v (1-20-a0)-w 21 3y 4T 14 5
=z’ +a-x —g—l— 120 +a* - g(x)—i—lizo—i-a-x g(x) .

Warunek f1%)(0) =0 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy wspétczynnik przy '°
jest réwny 0, czyli dla a=1/20.
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