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Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach w pigtek 19.01.(3> i wtorek 23.01.<3>.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!

Zadania podobne do wczeéniej rozwigzanych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.

13. Wz6ér Taylora.

Przypominam wzor Taylora w zerze z uzyteczng dla niektérych zadan postacig reszty:

n  £(4) )
) =32 iy gt g,

|
i=0
gdzie g jest funkcja gtadka, czyli C*°, czyli majaca ciagle pochodne wszystkich rzedow
w otoczeniu zera. Oczywiscie musimy zatozy¢, ze funkcja f jest gtadka w otoczeniu zera,
ale to na ogo6t jest prawda w przyktadach, ktore spotykamy na swojej drodze.

Ogodlna, nieco bardziej sformalizowana, wersja wzoru Taylora w tej postaci wyglada
nastepujaco:

Niech f bedzie funkcja gtadka w otoczeniu punktu zy. Wowcezas dla kazdej liczby
naturalnej n istnieje taka funkcja g,, gtadka w otoczeniu xy, ze dla kazdego x odpowiednio
bliskiego! g zachodzi réwnosé

n ) (g
)=y T2t

= X '($—I0)k+($—$0)n+1'gn($) .

Do tego trzeba dodaé¢ nastepujace spostrzezenia?:

Po pierwsze:

dn

d—x” =nl!
xTL
Po drugie, dla k&> n:

dk

@"E =0

I wreszcie po trzecie:

Wobec réwnosdel

(@ b)) =2 (o h(x) 42 (@)

przez indukcje mozemy udowodnié, ze dla k <n istnieje taka funkcja hy, ze

v .
o @ b)) =" (o)

a to ma w zerze wartos¢ zero. Stad wniosek, ze dla gtadkiej funkcji h oraz k <n zachodzi
dk
= @ n(x)| =0,

dak
x=0

gdzie przez F(x) rozumiemy F'(a).

r=a

” mozna sformalizowaé jako:

ISformutowanie ”Dla kazdego x odpowiednio bliskiego g ...
Istnieje takie § >0, ze dla kazdego = € (zg— 9, o +9) ...

2Dla uproszczenia te spostrzezenia sa sformulowane dla zy =0.
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Zbadaé, czy funkcja f okreslona podanym wzorem ma ekstremum (jesli tak, to jakie:
minimum czy maksimum lokalne) w podanym punkcie .

2

651. f(x):em—x—%, xo=0
2 2l
652. f(x):ex—a:—?—g, 29=0

653. f(x)=sinz—In(l+4+2z), 0=0
654. f(x):2coszv+ln<1+x2), 2o=0
655. f(x)=arctgx—x, xo=0

656. f(x):arctgx—g, ro=1

657. Funkcja f:[a, b =R ma w przedziale D;=[a, b] ciagte pochodne do rzedu trze-
ciego wtlacznie (na koncach przedzialu ma pochodne jednostronne réwne odpowiednim
granicom jednostronnym odpowiednich pochodnych).

a) Czy funkcja f ma w punkcie a ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne), jezeli:

(i) f'(a")>0

(ii) f’(a+)<0

(iii) f'(a™)=0, f"(a®)>0

(iv) f(a®)=0, f"(a™)<0

(v) fla®)= f”(a+)= f"(a*)>0
(vi) f'(a®)=f"(a®)=0, f"(a®)<0

b) Czy funkcja f ma w punkcie b ekstremum (jesli tak, to jakie: minimum czy mak-
simum lokalne) jezeli:

(vii) f/(b7) >

(viii) f'(b )<0

(ix) f'(67) =0, f"(b7)>

(x) f/(b7)=0, f"(b )<

(xi) f(b7) = f”( 7)=0, f"(b7)>0
(xii) f'(b7) = f"(b7) =0, f"(b7) <0
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658. Dobra¢ takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=V1+x+ax+br*+ca®
speliata warunek

F1(0) = f"(0) = f"(0)=0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jedli tak, to jakie?

659. Dobra¢ takg liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=In(1+2z)+e " +az®
speliata warunek

f///(O) —0.

Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jesli tak, to jakie?

660. Dobrac¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(2)=In(142)+a-¢"

miala w zerze (lokalne) ekstremum. Jakie to ekstremum?

661. Funkcja f:R—R jest rézniczkowalna tyle razy, ile sobie zapragniemy, a ponadto
f1(0)=f"(0)= f"(0)=0.
Dowieé¢, ze funkcja g okreslona wzorem g(x) = f (x?) spelia warunek
g®0)=0 dla k=1,2,....n,

gdzie n jest mozliwie najwieksze. Pokaza¢ na przyktadzie, ze nie musi by¢ ¢+1(0) =0.

662. Funkcja f:R—R jest rézniczkowalna tyle razy, ile sobie zapragniemy, a ponadto
£1(0)= £"(0)=0.
Dowies¢, ze funkcja g okreglona wzorem g(x) = f (2%) spelnia warunek
g®0)=0 dla k=1,2,....n,

gdzie n jest mozliwie najwicksze. Pokazaé¢ na przyktadzie, ze nie musi byé ¢+ (0) = 0.

663. Funkcja f:R — R jest rézniczkowalna tyle razy, ile sobie zapragniemy. Dowies¢,
ze funkcja g okreslona wzorem g(x) = f(x°) spelnia warunek

g®0)=0 dla k=1,2,....n,

gdzie n jest mozliwie najwieksze. Pokazaé na przyktadzie, ze nie musi byé¢ ¢+ (0) =0.

664. Funkcja f:R — R jest rézniczkowalna tyle razy, ile sobie zapragniemy. Dowiesé,
ze funkcja g okreslona wzorem g(x) =2’ f (z) spetnia warunek

g®0)=0 dla k=1,2,....n,

gdzie n jest mozliwie najwieksze. Pokaza¢ na przyktadzie, ze nie musi by¢ ¢+1(0) =0.
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665. W zadaniach 665.1-665.10 funkcja fi jest okreslona wzorem
fo(z)=2"-In(1+2).

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka nieskra-
calnego wartos¢ pochodnej wskazanego rzedu w zerze.

665.1. fI/(0)=................. 665.2. f7(0)=.................
665.3. f{V(0)=................ 665.4. [ (0)=................
665.5. f2(0)= ................ 665.6. f\)(0)= ................
665.7. f0)=................ 665.8. f\(0)=...............
665.9. f{7(0)=................ 665.10. £V (0)=................
666. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
flx)=a%-€".
Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fA0)=.... b) f190)=.... c) fO0)=.... d) f®0)=....
667. Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
flz)=a%¢€".
Podaé¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fA0)=.... b) fO0)=.... c) fA9%0)=.... d) fA0)=....

668. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem
Fz) =21 ¢7
Poda¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.
a) fU0(0)=... b) fUD0)= ... c) f12(0)=... d) FU%0)=...
669. Niech f bedzie funkcjg okreslong wzorem
f(z)=sin’z.

Podaé¢ warto$¢ pochodnej odpowiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fW0)=.... b) f®0)=.... c) fO0)=.... d) f®0)=....
670. Niech f bedzie funkcja okreslong wzorem
z-In(1+x)

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartos¢ pochodnej odpo-
wiedniego rzedu funkcji f w zerze.

a) fA0)=...  b) fO20)=... <) fO0)=... d) fO90)=...
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671. Niech f(z)=e". Obliczy¢ f029(0) i f2921(0).
672. Dobrac¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=In(1+z)+e *+az®
speliata warunek
£"(0)=0.
Czy funkcja f ma w zerze (lokalne) ekstremum? Jedli tak, to jakie?
673. Dobrac taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(x)=sin (:173) +a-sin (x5)
speliata warunek
FI9(0)=0.
674. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwigzywalismy takie oto zadanko:

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e’ —e** —In(1+x)

fz) = @’
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla x#£0

Rozwiazaé powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0),
f"(0) oraz f™(0).
675. Przy okazji reguty de I’'Hospitala rozwigzywalismy takie oto zadanko:
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze™" —In(142x)
fz) = v’
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla xz#0

Rozwiazaé powyzsze zadanie korzystajac ze wzoru Taylora i przy okazji obliczy¢ f”(0),

f(0) oraz f™(0).

Jednostajna cigglosé.

Dowieéé, ze funkcja f okreslona podanym wzorem nie jest jednostajnie ciggta’:

676. f(z)=2> 677. f(x)=x-Vx 678. f(x)= L

2

679. f(z)=0,999"

680. f(r)= sini 681. f(x)=sin (:L‘Q) 682. f(z)= ‘i’

3W tym celu wskazaé takie ciagi (z,,) i (y,) punktéw z dziedziny funkcji f, ze

lim (2, —yn) =0 oraz f(@n) = f(yn) 0.

n—oo
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