Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Kolokwium nr 6: éroda 17.01.2024, godz. 8:15-9:45, material zad. 1-650.
Zadania do omoéwienia na ¢wiczeniach we wtorek 9.01.(‘;),

pigtek 12.01.(% ) i wtorek 16.01.(% ).

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami !!!

Zadania podobne do wczeéniej rozwigzanych mozna pomingé, jesli nie sprawiajg trudnosci.

12. Pochodna drugiego rzedu i wypuklosé¢ funkcji.

601. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=Inz—+/z.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
f(16)+ f(18) czy  2-f(17) 7

602. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f@)=Inz— Jx.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
f(89)+ f(91) czy  2-f(90) 7

603. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=vz—2-Inx.

Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
f(61)+f(63) czy  2-f(62) 7

604. Niech f:(0, +00) — R bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
flx)=+z—2-Inz.

Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:
f(65)+ f(67) czy  2-f(66)?

605. Rozstrzygnad, ktora z liczb jest wieksza:
arctg 1004 2-arctg 103+ 3-arctg 106  czy  6-arctg 104 7

606. Rozstrzygnaé, ktora liczba jest wigksza:

arctg 3+arctg 5+2-1n4 czy In3+1In5+2-arctg 4.

607. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

3
flz)=e¥,
gdzie pierwiastek jest w wykltadniku. Rozstrzygnaé, ktora z liczb jest wieksza:

f6)+f(8) czy 2-f(7)7
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608. Niech funkcja f:[0, +00) — R bedzie okreslona wzorem

4
fl@)=ev",
gdzie pierwiastek jest w wyktadniku. Rozstrzygnaé, ktoéra z liczb jest wicksza:
f(719)+ f(81)=39,79911... «czy 2-f(80)=39,79911... 7

609. Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=+x—10lnz .
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wieksza:
F(1600)+ £(1602) = —67,54267816... czy  2-f(1601) = —67,54267816... ?

610. Niech f(z)= /22 +432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001,/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wieksza od

72001 1
— = ——~12,0001666666667 .
6000 * 6000 ’
611. Dowies¢, ze nierdwnosé
(n+1)>"*3 <n?. (n+3)"+3

zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej n > 0.

612. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W(x) o wspoétezynnikach rzeczywi-
stych, ze funkcja f:R — R okreslona wzorem
0 dla <0
flz)=¢ W(z) dla 0<z<1
x dla z>1

jest dwukrotnie rézniczkowalna.

613. Wyznaczy¢ taki wielomian piatego stopnia W (x) o wspotezynnikach rzeczywi-
stych, ze funkcja f:IR — R okreslona wzorem
-1 dla xz<-1
flz)=¢ W(z) dla —-1l<z<1
1 dla z>1

jest dwukrotnie rézniczkowalna.

614. Niech "
et —1

dla xz#0
f(z)=
A dla =0

a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?
b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).
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615. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(x) = /2242 . Wyznaczy¢ naj-
mniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnig C, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y
zachodzi nier6wnos¢

[f(@) = f)I<C-le—yl.

616. Niech funkcja f:IR— R bedzie funkcjg odwrotng do funkeji g:R—R zdefinowanej

wzorem
g(z)=2"+1x.

Poda¢ dwie pary liczb (n, w), gdzie n jest liczba naturalna (catkowita dodatnia)

mniejszg od 100, a w liczbg wymierng, speliajace réwnanie
ffn)=w.

Jezeli licznik lub mianownik liczby w jest wiekszy od 100, nie musi by¢ zapisany w po-
staci dziesietnej (moze by¢ zapisany np. w postaci potegi albo w postaci iloczynu liczb
dziesietnych lub poteg).

617. Niech funkcja f:IR—R bedzie funkcja odwrotng do funkeji g:R—R zdefinowanej
wzorem

g(x)z;—l—x.

Podaé¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkcji f w trzech podanych punktach.

TE - C I P

618. Niech funkcja f:IR— R bedzie funkcjg odwrotng do funkeji g:IR— R zdefinowanej

Wzorei 3

g(x)z%—l—?x.

Poda¢ w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej dru-
giego rzedu funkeji f w czterech podanych punktach.

" (;) _— " (230) = ... F1a5)= ... f <8;> = ...

619. Niech

Rozstrzygnacé, czy liczba
£(3,01) = £(301/100) ~ 2,003375

jest mniejsza czy wicksza od
16027 27

R 9y 2 9
3000 +8000 ,003375
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620. Niech
fla)=Va5—5.

Rozstrzygnac, czy liczba
f(2,1)=f(21/10)~ 3,30

jest mniejsza czy wieksza od
89 8

—=3+—~3.30
27 +27 ’

621. Niech
fla)=Va3+5.

Rozstrzygnaé, czy liczba
f(4,08)~ 2,36

jest mniejsza czy wieksza od
f(4)+0,027~2,36

622. Funkcja f:R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz f”(z)>1 dla kazdej
liczby rzeczywistej x.
Dowiesé, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
r)+ T+ r—y)?
I )2f(y)>f( 2y)+( 8y) .

Wyznaczy¢ punkty przegiecia i przedzialty wypuktosci/wklestosci funkeji zmiennej x
danej wzorem:

2

623. 24222+ 3rx+4 624. 2% —224Tx—15 625.¢%  626.sin'z  627. 214+ Yz

628. Uzupetié¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczba rzeczywista i niech f,g:R — R bedg takimi funkcjami
rézniczkowalnymi, ze f(a) = g(a).
Jezeli dla kazdego x> a zachodzi nieréwnos¢ f'(z) < ¢'(z), to dla dowolnego = > a praw-
dziwa jest nieréwnosé f(z) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego = < a zachodzi nieréwnosé f'(z) < ¢'(x), to dla dowolnego = < a praw-
dziwa jest nieréwnosé¢ f(z) ..... g(x).

629. Uzupeic¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a bedzie liczbg rzeczywistg i niech f,g:R — R bedg takimi funkcjami
dwukrotnie rézniczkowalnymi, ze f(a) =g(a) oraz f'(a)=4¢'(a).
Jezeli dla kazdego x > a zachodzi nieréwnos¢ f”(z) < g¢”(z), to dla dowolnego = >a praw-
dziwa jest nieréwnosé¢ f(z) ..... g(x).
Jezeli dla kazdego = < a zachodzi nier6wnosé f”(x) < g¢”(z), to dla dowolnego = < a praw-
dziwa jest nieréwnosé f(z) ..... g(x).
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630. Uzupetnic¢ znakami ”<” lub 7 >":
LEMAT: Niech a <b beda liczbami rzeczywistymi i niech f,g:R — R bedg takimi funk-
cjami dwukrotnie rézniczkowalnymi, ze f(a)=g(a) oraz f(b)=g(b).
Jezeli dla kazdego z € (a, b) zachodzi nieréwnosé¢ f”(z) < g¢”(x), to dla dowolnego

x € (a, b) prawdziwa jest nieréwnosé¢ f(z) ..... g(z).
Jezeli dla kazdego z € (a, b) zachodzi nieréwnosé¢ f”(z) > ¢"(x), to dla dowolnego
z € (a, b) prawdziwa jest nieréwnosé f(z) ..... g(x).

Wstawi¢ znak ”<” albo ”>" i udowodni¢ powstata nieréwnos¢:

631. ¢ .......... 1+xdlaxz>0 632. e* .......... 142z dlal0<z <1
72
633. ¢ .......... 1—|—m+?dlax>0 634. € ... l+z+2*dlal0<z<1
2 3
635. ¢ .......... 1+x+%+% dla >0
72
636. In(z+1) ......... x dla z>0 637. In(z+1) .......... T dla >0
72
638. In(z+1) .......... rdla-1<z<0 639. In(z+1) .......... T= dla —1<z<0
x? s
640. In(z+1) .......... 93—5—1—? dla x>0
2 a3
641. In(z+1) .......... x—?—i-g dla —1<2<0
642. In(z+1) oo........ gdla 0<z<2
T
643. arctgx .......... xdlaz>0 644. arctgx .......... e dla0<z<1
72
645. sinx .......... z dlaxz>0 646. cosz .......... 1-— 5 dla x>0
x3 2 xt
647. sinx .......... r——dlaz>0 648. coszx .......... 1—-—+—dlazxz>0
6 2 24
) 2x T . 3x T
649. sinx .......... —dla0<ax< = 650. sinz .......... —dlal0<z<—
T 2 T 6
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