Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

501. Udowodnié¢ nieréwnosdci

1 1
—_— 1— 4 —
1301 <arctg 5 arctg 49 < 1201

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctgx
na przedziale [49, 51] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (49, 51), ze
arctg 51 —arctg 49=(51—49)- f'(c)=2- f'(c).

Poniewaz

1
/ -
Fla)=—g
z nieréwnosci 49 < ¢ <51 otrzymujemy
1 2 2 2 2 2 1
< arctghl —arctgd9=——— <

1301 2602 512+1 241 49241 2402 1201
co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

502. Udowodnié¢ nieréwnodci
1 1
9 <In9—In& < 3

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej zastosowanego do funkeji f(x)=Inz na prze-
dziale [8, 9] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 9), ze
In9—1In8= f'(c).
Poniewaz

1
f/(l') = ; )
z nieréwnosci 8 < ¢ < 9 otrzymujemy

1 1 1
§ < ln9—ln8:f/(c):E < g,

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

503. Udowodni¢ nieréwnodci

1 1
31 < arctg 13 —arctg 8 < TR

Rozwigzanie:
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg x
na przedziale [8, 13] wynika istnienie takiej liczby c € (8, 13), ze
arctg 13 —arctg 8 = (13—8)- f'(c)=5-f'(c).

Poniewaz .

f/(m):m>
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z nieréwnosci 8 < ¢ < 13 otrzymujemy

1 3 3 ) 5 ) 1

2 < arcte 13— arcte 8 — < _o b
34 170 13241 Areig Lo malle o= 57 82+1 65 13°

co konczy dowdd nieréwnosci podanych w tresci zadania.

504. Udowodnié¢ nieréwnosé

arctg 6+arctg 12 < arctg 7+ arctg 10 .

Rozwigzanie:
Sposob I (oficjalny):

Podana nieréwnos¢ moze by¢ przepisana w postaci

arctg 12 —arctg 10 < arctg 7—arctg 6 .
Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej zastosowanego do funkcji f(z) = arctg x
na przedziatach [6, 7] oraz [10, 12] wynika istnienie takich liczb c€ (6, 7) oraz d € (10, 12),
7€
arctg 7—arctg 6 = f'(c).

oraz
arctg 12 —arctg 10=2- f'(d) .
Poniewaz .
/ JR—
f (Qf) - .1'2—" 1 )
z nieréwnosci 6 < ¢ < 7 oraz 10 < d < 12 otrzymujemy odpowiednio
1 , 1
50 < arctg 7T—arctg 6= f'(c) = 211 < 3
oraz 5 5 5
— tg 12 —arctg 10=2- f'(d) = —.
145 ~ s eTars FD=%1 < 1o

W konsekwencji
2 1
tg 12 —arctg 10 < — < —— = — <arctg 7—arctg 6
arctg arctg 101 <7100 — 5o <arctg 7—arctg6,
co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

Sposdb II (rachunkowy):
Niech

f(z) =arctg (64 x)+arctg (12— 2x)

bedzie funkcja, ktéra dla x=01 z=1 przyjmuje wartosci rowne odpowiednio lewej i prawej
stronie dowodzonej nieréwnosci. Zadanie bedzie rozwigzane, jesli wykazemy, ze funkcja f
jest rosnaca na przedziale (0, 1), a do tego wystarczy wykazaé¢ dodatnio$é jej pochodnej
na tym przedziale. Mitosnicy rachunkow bez trudu stwierdza, ze

() 1 N —2 2% — T2z +71
xTr) = fr —
(6+2)2+1 (12—22)24+1 ((6+x)2+1)-((12—2x)2+1)
20° —4x —68x+24+68+1  2-(x—1)*468-(1—xz)+1

(6+2)24+1)-((12—22)2+1) ((6+x)2+1)-((12—2x)2+1)’
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co wobec dodatniosci ostatniego wyrazenia dla x <1 konczy rozwigzanie zadania.

Sposdb I (wymaga znajomosci pewnej sztuczki):
Skorzystamy z tego, ze arctg x jest argumentem liczby zespolonej 1+ix oraz z faktu,
ze przy mnozeniu liczb zespolonych ich argumenty sie dodaja.
Wobec tego arctg 6+ arctg 12 jest argumentem liczby
18
(146i)-(14+12i)=14+18i—72=—-T1+18i="71- (—1+71-z’> ,
natomiast arctg 7-+arctg 10 jest argumentem liczby
17
(1470)-(14+10i) =14+17i— 70 =—69+ 17i = 69 - (—1—1—69-2') .
Zatem lewa i prawa strona dowodzonej nierownosci sg rowne odpowiednio argumen-

tom liczb
18 . 17 .

—1—|—ﬁ-z oraz —1—1—@-2.
Wobec tego dowodzona nieréwnosé jest rownowazna nierownosci
18 17
71769

ktora mozemy wykazac nastepujaco:
8 18 1 17 17

172 4 63 69

1 1
Uwagi: Poniewaz argumentem liczby zespolonej —1+ 1 = <1 —1 z) jest liczba

o (1) = (7T t4)—ﬂ+ to 4
m—arctg | | =1 — (5 —arctg 4 ) = +arctg 4,

faktycznie udowodniliémy nieréwnosci
arctg 6farctg 12 < g +arctg 4 < arctg 7+arctg 10.

Zwroémy tez uwage, ze postepujac podobnie jak powyzej, strony dowodzonej nierow-
nosci mozna zapisaé jako:

tg 6+arctg 12 = —4arct = = —+arctg (4 L
r r =—+ar — |==—+ar - —
arctg 6+ arctg 5 arctg 13 5 arctg 13

oraz

rctg 7+ arct +ar )
arctg arctg arctg +arctg [ 4+

Metodami podobnymi do powyzszych mozna udowodni¢ nieréwnosci rownowazne da-
nej w zadaniu nierownosci:

2 2 1
arctg 12 —arctg 10 = arctg (121> < arctg (86) =arctg (43) =arctg 7—arctg 6,

1 4 4
arctg 12 —arctg 7 =arctg (17> =arctg (68) < arctg <61> =arctg 10 —arctg 6

oraz

7
arctg 12 —arctg 10 —arctg 74 arctg 6 = arctg <1041> >0.
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505. Udowodnié¢ nieréwnosé

26 - 6arctg 5 <925. 6aurctg 7

Rozwigzanie:
Dowowdzona nieréwnos¢ po obustronnym zlogarytmowaniu przy podstawie e przyjmuje
postaé
In26 4+ arctg 5 < In25+4arctg 7,
co mozna przepisa¢ jako
In26 —In25 < arctg 7—arctg 5.

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej zastosowanego do funkeji f(x)=Inz na prze-
dziale [25, 26] wynika istnienie takiej liczby ¢ € (25, 26), ze
In26 —1n25 = (26 — 25) - f'(c) = f'(c) .
Ponadto z twierdzenia Lagrange’a zastosowanego do funkcji g(z) = arctg « na przedzia-
le [5, 7] wynika istnienie takiej liczby d € (5, 7), ze
arctg 7T—arctg 5= (7—5)-¢'(d)=2-4'(d) .

Poniewaz .
! e
fa)=-
oraz ,
/ _
g (IL’) - .732 n 1 9
z nieréwnosci 25 < ¢ < 26 oraz 5 < d <7 otrzymujemy odpowiednio
1 1 1
— < In26—-In25=f'(c)=~- < —
26 n26-B =)= < 5
o 12 2 > 1
— < arctg 7T—arctgh=2-¢'(d) < —=—.

25 50 T2+l 26 13
W konsekwencji

1
In26 —1n25 < % <arctg 7—arctg b,

co konczy dowdd nieréwnosci podanej w tresci zadania.

506. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
fl@)= a7 +m.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnosé
[fx) = f)l <lz—y].

Rozwigzanie:

Dla x =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f ()= W)l =11 (O] lz =y,
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gdzie c jest pewng liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej x zachodzi nieréwnosé

|f(@)<1.
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:

mﬂ'*l 'Tﬂ'*l (xﬂ)(ﬂ'*l)/ﬂ'

1 o
F@) =] @)

m—1)/m m—1)/7

({L‘W—Fﬂ')l_l/ﬂ o (IW_I__T‘-)( (xﬂ'_’_ﬂ-)(

T (m—=1)/m
- ( v ) <1,
T+

507. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
() = /1022 +9000.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [-10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f(@) = fl<le—yl .

co konczy rozwigzanie zadania.

Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= FWl =)l lz—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

[f (@) <1
Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
10 10- 10 10 10 10
)= |- el < - S
V102249000 /102249000 \/10 + % \/1o+ 9100020 Vv104+90 10

co konczy rozwiazanie zadania.

508. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnosé
|f(2) = fy) <2z —yl.
Rozwigzanie:

Dla z =y dowodzona nier6wnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= fWl=1f () lx—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—10, 10] zachodzi nier6wnosé

| (z)]<2.
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Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwnoscia |z| < 10 prowadza do:
5z 5|z 5 5 5 5
/(@) =

Vbx2+125|  /5a2+125 ¢5+ 1% ¢5+ 125 /6,25 2,5
co konczy rozwigzanie zadania.

102

509. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
flz)=v22242.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
[f (@)= f)l<lz—yl.
Rozwigzanie:
Dla x =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= FWl =)l lz—yl,
gdzie ¢ jest pewng liczba lezaca miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—1, 1] zachodzi nier6wnosé
[f ()| <1.
Dla x =0 powyzsza nier6wno$¢ jest oczywista wobec f'(0)=0, a dla z#0 bezposrednie
wyliczenia polaczone z nieréwnoscia |z| < 1 prowadza do:
2 2-|x| 2 2
()l = - e
V22| VP42 2+ % o+l VA 2

co konczy rozwigzanie zadania.

510. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem
flx)=vax?2+9.

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

7@~ < 5 lr—yl

Rozwigzanie:
Sposob I:

Nalezy udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nie-
rOWNosé

’\/x2+9—\/y2+9'<§-|x—y| .

Przeksztatcamy lewa strone dowodzonej nierownosci:

V2 + 9+ +9
2 +9— 2+9‘:’ 72 +9— 2+9’~ =
'\/ Vo v vy VaZ 19+ g2+ 9
_ |l‘2—y2| :‘l‘—y‘ |$+y|
Va2 +9+/4y2+9 Va2 +9+/42+9
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Dowdd danej w tresci zadania nieréwnosci bedzie zakonczony, jesli wykazemy nierow-
nos¢
[z +y| 4
VaT+9+vZ+9 5’
ktora jest rownowazna nieréwnosci

[z +y| < é (\/:1:2—1—9—1-\/3/2—1-9) :

Powyzszg nieréwnos$¢ dowodzimy korzystajac z nieréwnodci trojkata, wykorzystujac
réownosé |z| =+/z? oraz uwzgledniajac nieréwnosci 22 <16 i y? < 16:

9z2  16x2 9y?  16y>?
< =/ 22 P= | — — <
lz+y| <|z|+|y| = V22 +y $ o + o +\j 95 + 55
9-16 16x2 9-16 1692 16 16
<J +— +\J + 2 :\/-(x2+9)+\/-(y2+9):

25 25 25 25 25 25

:;1-(\/x2+9+\/y2+9) .

Sposob I1:
Dla z =y dowodzona nieréwno$c¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= f W =11 )]z =yl ,
gdzie c lezy miedzy x i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla
dowolnej liczby x € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé

4
F@I<y
Bezposrednie wyliczenia prowadza do:
2 x ||
@)= |~ | - s
2:-Va2+91 V2249 Va?+49

co jest oczywiscie mniejsze od 4/5 dla =0, natomiast dla x # 0 mozemy kontynuowaé

oszacowania:
|| Va? 1 1 1 4

NZZER RN/ J1+5 < J1+32 - ¢25/16:5'
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511. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem

fla) =

=—.
x
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

|z —y|
@) = Fl < e

Rozwigzanie:
Sposob I:

Przeksztatcamy i szacujemy lewa strone dowodzonej nieréwnosci korzystajac z nie-
rownosci x, y > 4:

@) fy) =] =~

x4 y4

ytoat| |r—yl- (Pt aty+ay’+y°)

2ty
| |<x3+x2y+xy2+y3> | |<1+1+1+1><
= |\ — . = |\ — . JE— [ - -
Y x4y4 a:4y4 :E4y4 x4y4 Yy a:y4 x2y3 x3y2 334?/ =
1 1

1 1 4 1 1
<lz—yl- s tetes :’$—y"@:|$—y|'@:\x—y|'ﬁ,

co konczy dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych z, y > 4.

x4y4

Nieco inna postaé oszacowan:

@) - F)l =] - S| | < e e D ) ey 2
Ayl iyt iyt vy o
Ty x? y? 1 1 1 1
==l () (gt ) =l () () <
4 4 44 44 4 44 44 256
Sposob I1:

Dowodzona nieréwnos¢ jest oczywista w przypadku x =y, natomiast dla x =y stosu-
jemy do funkcji f twierdzenie Lagrange’a o wartosci éredniej. Na mocy tego twierdzenia
istnieje taka liczba ¢ pomiedzy z i y, a wiec speliajaca nieréwnosé ¢ >4, ze

F@) = W)y |~ 4 _4 11
x~y‘_M@F(ﬁ—é<@_M—%W

co konczy dowod nieréwnosci podanej w tresci zadania.
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512. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(z)=In (e""” + e""‘”) :
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
[f(x) = fy)l <lz—yl|.
Rozwigzanie:
Pomingwszy trywialny przypadek z =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnosé
|f (@)= fW)l=lz=yl-|f' ()],
gdzie c jest pewna liczba lezaca pomiedzy z i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f/(x)| <1 dla kazdej liczby rzeczywistej z, co dowodzimy
nastepujaco:
et —e "
et +e "t

B ‘er_e—x| o |ex|+|_e—w| B 6x+e—x
- e +e T = e +e T - e +e T

/()] =

513. Dana jest funkcja f:IR — R okreslona wzorem
f(x) zln(:c2—|—1> .
Dowieéé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
|f(x) = f)l <lz—yl.
Rozwigzanie:

Dla z =y dowodzona nierownosé¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= FWl =11 ()] lz—yl,
gdzie c jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej o zachodzi nieréwnosé

[ (z)] <1

Bezposrednie wyliczenia potaczone z nieréwno$cia miedzy srednimi geometryczng
i arytmetyczng prowadza do:

' (z)] =

co konczy rozwigzanie zadania.

2 ':\/m

1’2—|—1 :):22+1

<17
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514. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f)=a2—3-Jo+1]
na przedziale [—2, 2] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

rz+1 dla ze]-1, +0)
|z 41| =
—zr—1 dla z€(—o0, —1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci
; ?—3z—-3 dla z€[-1,2]
€Tr)=
r?+3z+3 dla ze€[-2,-1)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—2, 2] jest dana wzorem
) 20—3 dla ze(—1,2)
fix)=
20+3 dla ze (-2, 1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktérych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1, 2) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza sie do réwnania 2z —3=0,
co ma rozwiazanie z = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 2).

2° W przypadku x € (=2, —1) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do 2z+3 =0, co ma
rozwiazanie x = —3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 2,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktéorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

f(=2)=1,
f(=3/2)=3/4,
f=1=1,
f(3/2)=—21/4=—5,25,
f2)=-5.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejsza réw-
ng —21/4 w punkcie 3/2, a warto$¢ najwieksza réwna 1 w punktach —2 oraz —1.
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515. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(x) :x—l—‘xQ—G‘
na przedziale [—4, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

‘x2—6):{ 22—6 dla mE(—oo, —\/E}U[\/é, —|—oo)
—224+6 dla ze€ (—\/6, \/6)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r+22—6 dla z€ {—4, —\/G}U[\/B, 3]
f(x):{ r—x2+6 dla xG(—\/E, \/6)

W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, 3| jest dana wzorem

| 1422 dla ze (4, —V6)U(VE, 3)
fla)= 1—-22 dla a:E(—\/g,\/Q

W punktach —v/6 i v/6 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé
jej istnienia — wystarczy dotaczyé¢ te punkty do listy punktéw, w ktérych obliczymy
warto$¢ funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku = € (—4, —\/6> U <\/€, 3) réwnanie f’'(z) =0 sprowadza si¢ do réw-
nania 142z =0, co ma rozwiazanie x = —1/2, ktére jednak nie nalezy do rozwazanego
zbioru (—4, —\/6) U (\/6, 3).

2° W przypadku x € (—\/6, \/6) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza si¢ do 1—2x=0, co ma
rozwiazanie x = 1/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—\/6, \/6)

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —4 i 3,
e miejsce zerowe pochodnej: 1/2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —v/6 i /6.

F(~4)=6,
F(—v/6) = 6.
f(1/2)=6,25,
7 (VB) =G,
7(3)=6.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —v/6 w punkcie —v/6, a wartoé¢ najwicksza réwna 6,25 = 25/4 w punkcie 1/2.
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516. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z) :x+’x2—x—6)
na przedziale [—5, 5] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
2 —r—6=(r—3) (v +2).

Stad
’xg_m_(j)_ ?—z—6 dla x€(—oo0, —2]U[3, +0)
| —2?+2+6 dla ze(-2,3)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
Fla)= 7?2 —6 dla ze[-5, —2]U[3, 5]
| —2?+2x+6 dla ze(-2,3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—5, 5] jest dana wzorem
Flz) = 2x dla ze (=5, —2)U(3,5)
| —22+42 dla xe(-2,3)
W punktach —2 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku z € (=5, —2)U(3, 5) réwnanie f’(z)=0 sprowadza si¢ do 22 =0, co ma
rozwiazanie x =0, ktore jednak nie nalezy do rozwazanego zbioru (—5, —2)U(3, 5).
2° W przypadku x € (-2, 3) réwnanie f’(x) =0 sprowadza sie do —2z+2=0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—2, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —5 1 5,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —2 i 3.

f(=5)=19,

f(=2)=-2,
f)=1,
fB3)=3,
f(5)=19

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —2 w punkcie —2, a wartos¢ najwieksza rowng 19 w punktach —51 5.
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517. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
fx)=a—Viz2 +4z+1
na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

20+1 dla z€[-1/2, 400)

VA2 +dz+1=/(2z+1)2 =20 +1| =
J@r+1)2=| | —22—1 dla x€(—o0, —1/2)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
r?—2r—1 dla ze[-1/2, 3]
A _{ ?+2x+1 dla ze€[-3,-1/2)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedzialu [—3, 3| jest dana wzorem
20—2 dla ze(-1/2,3)
{ 2e+2 dla ze(-3,-1/2)

W punkcie —1/2 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku x € (—1/2, 3) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do réwnania 2z—2=0,
co ma rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/2, 3).

2° W przypadku x € (—3, —1/2) réwnanie f'(z) =0 sprowadza si¢ do 2x+2=0, co ma
rozwiazanie = —1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, —1/2).

f'(@)=

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —11 1,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/2.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —2 w punkcie 1, a wartos¢ najwieksza réwng 4 w punkcie —3.
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518. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx) =V922+ 61 +1— 2>
na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
f(@) =922+ 6+ 1—22=\/(3r+1)2— 2 = 30 41| —2?
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
3r+1—2? dla re[-1/3,3]
fle)= { —3r—1—2* dla ze[-2,-1/3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—2, 3| jest dana wzorem
() = { 3—2zx dla ze(-1/3,3)
—3—2z dla ze(-2,-1/3)

W punkcie —1/3 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodne;j:

1° W przypadku z € (—1/3, 3) réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 3—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 3/2, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/3, 3).

2° W przypadku x € (—2, —1/3) réwnanie f'(x) =0 sprowadza sie do —3 —2z =0,
co ma rozwiazanie x = —3/2, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (-2, —1/3).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —2 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —3/2 1 3/2,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/3.

f(=2)=1,
f(=3/2)=5/4,
f(=1/3)=-1/9,
f(3/2) =13/4,

fB)=1.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —1/9 w punkcie —1/3, a wartos¢ najwieksza rowna 13/4 w punkcie 3/2.

519. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkceji f okreslonej wzorem
f(x) :3m+‘x3—9x‘
na przedziale [—4, vV 10] oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.

Rozwigzanie:
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Zauwazmy, ze
*—9r=(zx—-3)-2-(2+3).
Stad
‘xg —9x‘ [ 2*=92 dla z€[-3,0]U[3, +0)
| —2*+9z dla z€(—o0, —=3)UE (0, 3)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci

o) :{ 2*—6z  dla ze[-3,0]U[3, V10|
—r34+12z dla xe[—4, -3)Ue (0, 3)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—4, \/E} jest dana wzorem
() = { 302—6  dla x€(-3,0)U(3, V10)
—322+12 dla ze(—4, -3)Ue (0, 3)
W punktach —3, 0 i 3 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygac jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.
Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
1° W przypadku x € (-3, 0)U (3, \/E) réwnanie f'(z)=0 sprowadza si¢ do 3z =6,
co ma dwa rozwigzania x = ++/2, z ktérych tylko jedno, a mianowicie z = —v/2, nalezy
do rozwazanego zbioru (—3, 0)U (3, \/1_0)
2° W przypadku z € (—4, —3)U € (0, 3) réwnanie f’(z) =0 sprowadza si¢ do 3z =12,
co ma dwa rozwigzania x = +£2, z ktorych tylko jedno, a mianowicie x =2, nalezy do
rozwazanego zbioru (—4, —3)U € (0, 3).

Poréwnamy wartosci funkcji f w siedmiu punktach:
e konice przedziatu: —4 i /10,
e miejsca zerowe pochodnej: —v/2 1 2,
e punkty, w ktérych podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —3, 0 i 3.

f(=4)=16, f(=3)=-9, [f(0)=13, f(2)=16, f(3)=9,
F(=v2) = (~v2) +6-vV2=—2-V246-vV2=4-V2€(4,8), bo v2€(1,2),

f (V10) = (V10)* = 6-v/10=10- V10— 6-VI0=4-v10 € (12, 16), bo VI0€ (3,4).

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza réw-
na —9 w punkcie —3, a warto$¢ najwieksza rowna 16 w punktach —4 i 2.

520. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkceji f okreslonej wzorem
f(z)=2x+Va*—98x2+7*
na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

f(@) =22+ Va2t = 9822 + 71 =2z +/ (12— 49)° = 22+ |2* — 49

: (1)
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a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisaé w postaci
2e+a?—49 dla xe[-11, =7|U[7, 9]
{ 20 —2*+49 dla ze€(-7,7)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—11, 9] jest dana wzorem

/ 242z dla ze(—11, =7)U(7,9) 3
(@ { 2—2z dla ze(-7,7)

W punktach 47 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygacé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ te punkty do listy punktoéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (=11, =7)U(7, 9) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2422 =0,
co ma rozwiazanie x = —1, ktére nie nalezy do rozwazanego zbioru (—11, =7)U(7, 9).

2° W przypadku z € (=7, 7) réwnanie f'(x)=0 sprowadza si¢ do 2—2z =0, co ma
rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (=7, 7).

(2)

(z) =

Poréwnamy wartosci funkcji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —111 9,
e miejsce zerowe pochodnej: 1,
e punkty, w ktorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —71 7.

f(=11)=50,

f(=T)=—14,
f(1)=50,
f(1) =14,
£(9)=50.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga wartos¢ najmniejszg réw-
ng —14 w punkcie —7, a wartos¢ najwiekszg réwna 50 w punktach —11, 11 9.

521. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
r  10-In(2?+1)

f(m):®—T—l—arctgx

osiaga najmniejsza i najwieksza wartos¢ na przedziale [9, 11].

Rozwigzanie:
Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roz-
nicy:

1 10-2x 1 2 +1 20z 99
T0909-(P11) 2+l 99-(P+1) 99-(+1) 99-(22+1)

2?2 —=20x+100  (z—10)?
= = >0,
99 (22+1) 99 (22+41)

f'(x)
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przy czym w ostatniej nierownosci réwnos¢ zachodzi tylko dla x=10. Poniewaz w intere-
sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,
w ktérym ma wartos¢ zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osiaga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwiekszg na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Na ogdél w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie poréwnaliby$émy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

1 10-In82
=— — ~1,.1 2
f(9) 11 99 +arctg 9~ 1,105925,
10 10-In101
10)=———— tg 10~ 1,105964
1 10-1In122
f(ll):§—97r;+arctg 11~1,105993.

522. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81
r)=————>+Inz
fla)=-—¢5
osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].
Rozwigzanie:

Roézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat roz-
nicy:
. 9 8 1 1 9 81 422-36z+81 (22—9)°
e =ttt 2w @ @ oV
przy czym w ostatniej nieréwnosci réwnos¢ zachodzi tylko dla x=9/2. Poniewaz w intere-
sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,

w ktorym ma wartos$é zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 4, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 5.

Uwaga: Na ogdét w tego typu zadaniu nie badaliby$my znaku pochodnej, a jedy-
nie porownalibysmy wartosci funkcji na koncach przedziatu i w miejscach zerowania sie
pochodnej. Jednak w tym wypadku jest to praktycznie niewykonalne bez uzycia kalku-
latora, mamy bowiem:

207
f(4)=T5q +1nd~3,00348

f(9/2)= ‘;’ +1n(9/2) ~ 3,00408 ,

279
=—+Inb~ 444 .
f(5) 200+n5 3,00
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523. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwod drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekroj ptaszczyzng zawierajaca wspolng os obro-
tu stozka i walca. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mie¢ walec?

Rozwigzanie:
Niech r bedzie promieniem podstawy stozka, a h jego wysoko$cia. Jezeli walec ma wy-
x
sokosé z € (0, h), to jego podstawa ma promien 7 - (1 — E)’ co ustalamy na podstawie

prostych rozwazan geometrycznych.

Woéwcezas objetos¢ walca jest rowna

Zauwazmy, ze

a ponadto

Wobec tego V'(z) =0 dla z = h/3, co prowadzi do maksymalnej objetosci walca réwnej

V(h/3):7r-gl-r2-(1—h/3)2:7r'h'r2 4

4
h 3 9 9

W powyzszych rachunkach skorzystaliémy z podanego w tresci zadania zatozenia, ze sto-
zek ma objetos¢ 1=mr?h/3.

Odpowiedz: Najwieksza mozliwa objeto$é¢ walca wynosi 4/9.
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524. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =0 i
x =1 oraz parabolg o réwnaniu y = 2? chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwigksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:

Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym
na paraboli.
Wowczas pole prostokata jest rowne

Pla)=(1—a)-a*=a*—a’.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—
a ponadto
P'(a)=2a—3a*.

Wobec tego P’(a)=0 dla a=2/3, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
2 1 4 4
o()-bih
3 39 27
Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 4/27.

Uwaga: Uzywajac odpowiedniej wersji' nieréwnogci miedzy érednimi geometryczng
i arytmetyczng mozna unikngé¢ rézniczkowania.

Mamy bowiem
a a
2 2
gdzie otrzymalismy iloczyn trzech czynnikow dodatnich o stalej sumie rownej 1, a taki
iloczyn jest najwiekszy, gdy wszystkie trzy czynniki sg réwne, czyli réwne 1/3.

P(a) = (1—a)-a®> = 4 - (1—a)-

525. W tréojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =0 i
x =1 oraz krzywa o réwnaniu y = 2> chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, a?), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata lezacym

na krzywej.
Wowczas pole prostokata jest rowne

Pla)=(1—a)-a*=a*—a*.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—

x—l—y—&—z-w—&—y—i—z _ rT+y+z
3 3 3

1

Yz <
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a ponadto

P'(a) =3a*—4a®.
Wobec tego P'(a) =0 dla a=3/4, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej
()1 2
4) 4 64 256

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi 27/256.

526. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(x)= v/22+12. Dowiesé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

|z —y|
(@)= fWI< =5~

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

Rozwigzanie:
Rozwigzanie wersji tatwiejszey:

Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'=b'=(a*=b*) - (a®+%) = (a—b)- (a+b)- (a’+1%) ,
ktory przy zatozeniu a+0b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
4 b4
a
(a+b)-(a2+0%)"

Przyjmujac a = V22+12 oraz b= Vy?+12, zauwazamy, ze a+b >0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

IV — (1+12) — (1 +12) _
£ () f@”_’aﬁ+12 w*ﬂﬂ‘w(&ﬁ+&2+é@%+mxv%1+m+wﬁﬁ+1@ N
- |22 — 2|
(Va2 12+ VP 12) - (Va2 + 12402+ 12)
_ [z —y[-|z+y|
(Va2 +12+ V7 +12) - (Va2 + 124+ VP +12) |

a—b=

Korzystajac z nieréwnosci trojkata i wykorzystujac réwnosé |z| = v a2 otrzymujemy:

|z y| < ||+ |y = Va2 + 1y < ViR 1242 + 12,

skad
[z +y|

VrZ+12+Vy2+12

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1

< = .
V2124 VP12 J0+124+0+12 2. V12
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Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|-|z+y| _
(Va?+ 124 V2 +12) - (Va2 + 124+ V32 +12)
1 |z +y|

= |\ — . .
7=y VP12 + Y12 V124 P12

gl — L [z —yl _lr—yl _|z—yl
2.Y12 V16-12 ~ V9.9 3

Rozwigzanie wersjyi trudniejsze;:

<o —

Pominawszy trywialny przypadek x =y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnosé
[f (@)= f)=lz—yl-[f' ()],
gdzie ¢ lezy pomiedzy x i y.
Wystarczy wiec wykazaé, ze |f'(x)] <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .
Przyjmujac?

T
g T :f’ r)=—
0)=10= 5
otrzymujemy
x z /2
lim g(z)= lim ——— = lim =0
z—+oo ( ) x—»j:oo2_($2_|_12)3/4 x—>:t002_(1+12_x72)3/4

Zauwazmy, ze g jest rozniczkowalna na catej prostej, a jej pochodna jest dana wzorem
2
gl(x) _ 1 - . 3x -
2-(22+12) 4-(x2412)
Rozwiagzujemy réwnanie na zerowanie sie tej pochodnej:
1 B 32
2-(22412)%* 4. (22 +12)7*
2- (x2+12) =322,
2-12=2?%,
r=42-6.
Wryliczamy wartos¢ funkeji g w miejscach zerowych pochodne;j:

g (£2-v6) = +2-1/6 i2-\/6 2:v/6 1

= = =4
3/4 .2@3/4 LR3/2
2‘((i2-\/6)2+12) 2-36 2-6 6

Stad wynika, ze funkcja ¢ przyjmuje najmniejszg i najwieksza wartos¢ odpowiednio
—1/611/6, skad |g(x)| <1/6 dla kazdej liczby rzeczywistej .

527. Dowies¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwnoéé ¥z >v/2.

2W celu unikniecia pojecia pochodnej drugiego rzedu, gdyz to pojecie nie pojawilo sie jeszcze
na wyktadzie.
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Rozwigzanie:
Niech f(z)= .
Wowczas 11
—Inx
)= ¥

Zatem f'(z)>0 dla x <e oraz f'(z) <0 dla z>e.
Wobec tego funkcja f jest rosnaca w przedziale [2, e] i malejaca w przedziale e, 4],
a poniewaz f(2) = f(4) = /2, otrzymujemy ¥z >v/2 dla z € (2, 4).

528. Wyznaczy¢ najwiekszg warto$é funkeji f: R — R okreslonej wzorem
f(z)=>5sinz —sinbx.

Rozwigzanie:
Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 27 i rézniczkowalna, wystarczy pordéwnac
wartosci funkeji w miejscach zerowych pochodnej znajdujacych si¢ w przedziale [0, 27).

Skoro

f'(z) =5cosx —5cosbr,
réwnanie f'(x)=0 jest réwnowazne réwnaniu
COST = COSOT .
Poniewaz réwnos¢

COST = COsYy

jest réwnowazna istnieniu liczby catkowitej k i znaku =+ takich, ze

y=2krtux,
otrzymujemy réwnanie

Sr=2km+ux,
czyli

(5F1) -x=2km.
Wobec tego
k k
x= g lub x= % ,

co w polaczeniu z warunkiem x € [0, 27) prowadzi do o$miu miejsc zerowych pochodnej
w jednym okresie.
Sprawdzajac wartosci funkcji f w tych o$miu punktach otrzymujemy:

fF0)=0,  f(x/3)=3V3,  [f(x/2)=4,  [f(27/3)=3V3,
f(m)=0,  f@n/3)==3V3,  f(3r/2)=—4,  f(57/3)=-3V3.

Odpowiedz: Najwieksza wartos¢ funkcji f jest réwna 3v/3.

529. Niech f(z)=4cosx+sindx. Podaé wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkcji f
w przedziale [0, 27).
Odpowiedz:
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T T 97 7T 137 17w 117

10’ 2’ 107 6’ 10’ 10’ 6

530. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wieksza:
16-arctg 74+1n13 czy 16-arctg 84+1n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wieksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.

Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctg x —In (22 +1).

Rozwigzanie:
Roézniczkujac podang we wskazéwcee funkcje pomocnicza otrzymujemy

16 2z 2(8—x
f/(llf) =3 ) = (2 )
»+1 2441 x¢+1

dla z<8. Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 8]. W szczegdlnosci f(7) < f(8),
skad dostajemy kolejno:

>0

16-arctg 7—Inb0 < 16-arctg 8 —1n65,
16-arctg 74+1n65 < 16-arctg 8+1nb0,

16-arctg 74+1Inl13+4+1Inbd < 16-arctg 8+1nl10+1n5,
16-arctg 74+1nl3 < 16-arctg 8+1Inl0.

Odpowiedz: Wieksza jest liczba 16-arctg 8 +-1n10.

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwieksza wartos¢ funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

531. f(z)=+2x—22> 3/8

532. f(z)=4yr—2® 3
533. f(r)=32vz—2> 48
534. f(r)=4yr 272> 1
535. f(r) =32z 272> 16
536. f(r)=4yr—1252> 3/5
537. f(x)=6yr—2® 5

538. f(r)=3yr—162° 5/4
539. f(z)=8Vr—2* T
540. f(v)=+vz—162* 7/16

T _ -

541. Funkcja f:R— R jest okreslona wzorem f(x)=
funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(x))=g(f(x)) =z dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

. Funkcja g: R — R jest
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Poda¢ wzor na pochodna funkcji g. Poda¢ przyktad takiej liczby wymiernej = > 1,
ze liczba ¢'(z) jest wymierna.
Rozwigzanie:

Sposob I:

Réwnosé g(x) =y jest réwnowazna réwnosci f(y) =x, czyli

ey — efy
Tr=
lub inaczej

()
jesli przyjmiemy t =e¥Y. Przy tych oznaczeniach mamy t >0 i y =Int. Rozwigzujemy
réwnanie (&) tak, aby wyznaczy¢ t w zaleznosci od x:
Qt=t>—1,
t?—22t—1=0,
C 2rEV4a?+4
5 )

t=xEtVa?+1,
skad wobec t > 0 musimy przyja¢ 7 +” =" +”. Ostatecznie

t=x+vVa2+1
i w konsekwencji

g(x) :y:1n<x+\/x2—|—1) :
Majac jawny wzor okreslajacy funkcje g bez trudu obliczamy jej pochodna:

2z V241
g,(l' o 1+2-\/w2+1 V241

4z Val4+ltx
Vo241

_ Va1 1
r+vV22 4+l V2Pl V2?1l Va2l

Jako przyktad liczby wymiernej = > 1, dla ktorej ¢'(x) jest liczba wymierna, przyjmij-
my x=4/3. Otrzymujemy wtedy

pon 1 3
g(@)=g1/3)= J16/9+1  \/25/9 5

Sposob 11:

Zauwazmy, ze

eV4e Y eV +24e
s [T

eW—24e"% ] ev—ev\? ]
2 4 4 = < 2 >+ N
=V(f(y)*+1.
Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy
(@)= ==
Fla@) J(flg))+1 Va+T
Lista 10R

- 256 -

Strony 233-264



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystaliSmy réwnosé

F'y) =V (f(y) +1
dla y=g(x).
Dla urozmaicenia tym razem jako przyktad liczby wymiernej z > 1, dla ktérej ¢'(z)
jest liczba wymierna, przyjmijmy = = 12/5. Otrzymujemy wtedy
1 1 5

g(@)=g(12/5)= J144/25+1  \J169/25 13

542. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkeji g:IR— R zdefinowanej
wzorem g(z) = 2° +x. Obliczyé f/(0), f'(2) i f/(34).
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze pochodna funkcji g dana jest wzorem
g (r)=5z"+1.
Zauwazmy tez, ze

g(0)=0, g¢g(1)=2 oraz g¢g(2)=34,

skad odpowiednio
f(0)=0, f(2)=1 oraz f(34)=2.

Ze wzoru na pochodna funkcji odwrotnej otrzymujemy

1
fl(z)= ,
)= 50w
co po podstawieniu kolejno x =0, x =2 i x = 34 prowadzi odpowiednio do
1 1 1 1
! O == = = = - = ,
FO= GG = 9@ 50411
1 1 1 1
!
2 — = — e
@ g(f(2) g¢'(1) 5-1'+1 6
1
1 1 1 1
! 34 == = — = —,
f34) g(f(34)) ¢(2) 5-2'+1 81
Odpowiedz:
1 1
f/<o):17 f/(2>:6 oraz f/(34>:8—1 .
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543. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkeji g:IR— R zdefinowanej
wzorem g(z) = 2°+9z. Obliczyé¢ f/(0), f/(10) i £/(100).

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze pochodna funkcji ¢ dana jest wzorem
g (r)=32*+9.

Zauwazmy tez, ze

skad odpowiednio

f(0)=0,

f(10)=1

oraz  ¢(4)=100,

oraz  f(100)=4.

Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy

co po podstawieniu kolejno x =0, =10 i x =100 prowadzi odpowiednio do

7(100)= -

Odpowiedz:

@)= Gy
11 1 1
'(£(0))  ¢(0) 3-0249 9’
1 B B 1 1
g(f(10))  g(1) 3-1249 12
1 11
g(f(100)) g¢'(4) 3-42+9 57
f'(10) = 112 oraz  f'(100) = L

57

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotng do funkeji
fi :R— R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci
liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech
podanych punktach.

544.

545.

546.

547.

548.

549.

550.

filz) =242
folr) =242
f3(x) =2 +5x
fa(x)=2°+5x
fs(x) =2 +2x
fo(z) =2 +4x

fr(z) =22+

Lista 10R

7 (0)=1

92(0)=1

95(0)=1/5
94(0)=1/5
95(3)=1/5
96(5)=1/7
9-(3)=1/7
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91(2)=1/4

9:(2)=1/8
95(6)=1/8
94(6)=1/10
g5(12)=1/14
95(16) =1/16

7.(18)=1/25

¢,(130)=1/76

g5(130) =1/449
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W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji g; : R — R funkcja f;: R — R jest
okreslona wzorem

fi(gi(2)) =2 +32.

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

551. gi(z) =2’ +24+6  fI(8)=3/2 £/(16)=15/13 £1(36)=15/14
552. go(x) =2 +22+3  f3(6)=6/5 f,(15)=15/14 £3(36)=30/29
553. g3(z) =22 +x fi(3)=6/7 f4(18)=3/5 fi(57)=6/11
554. gi(z) =2+ x+2 f1(2)=3 fi4)=1 f1(36)=5/27
555. gs(z)=a2"+2z  fi(0)=3/2 f1(3)=6/7 11(36) =15/82

556. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji

2020 2020 2020 2020
_ e et "4 e et
f(z)=arctg| \e® +1 + \e 1 1|+arctg| Vem +1 e 1 1

na przedziale [10, 50] i okresli¢, w ktérych punktach te wartosei sa przyjmowane. Dopro-
wadzi¢ wartodci najmniejsza i najwiekszg do tak prostej postaci, aby bylto widac, czy sg
to liczby wymierne, czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg (t—1)+arctg <t - 1)

oraz

h(z)= \/66962020 +1+ \/ee"MO —1.

Rozwigzanie:

Funkcja g: (0, +00) — R okreslona wzorem

2
g(t) =arctg (t—1)+arctg (t - 1)

ma pochodna
1 —2/t? 1 2
/
g(t)= ' - - -
(S A FYS Cp TR RISy R
1 2 1 1

= — = — :O
12 —2t+2 A—At42t2 2—-2t+2 2—-2t+t2 ’

jest wiec stata. Poniewaz

g(1) =arctg 0+arctg 1 = Z ,

mamy ¢(t) = /4 dla kazdego t € (0, +00).
Pozostaje zauwazy¢, ze przyjmujac

P \/6612020 I \/66702020 1
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otrzymujemy
2
g _ \/€€x2020 I \/66952020 1,
skad
s
fa) =gl =T

Zatem f jest funkcja stata rowna 7/4. W konsekwencji przyjmuje ona na catym rozwa-
zanym przedziale [10, 50] najwieksza (a zarazem najmniejsza) wartosé¢ 7 /4 (niewymierna,
bo 7 jest niewymierne).
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557. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 22?2 —2x—1

F(x) = o dla z#0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e2h _op2_op_
(0) = Jim f(h);f(o) ~Jiny %hgljhl—A :me%—zh?—hzfq—Am _

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0?
zastosowac regute de I’Hospitala.
2% —4h —2—3Ah?
! _ .
11(0) = Jimy 4 '
Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’'Hospitala.

4e?h — 4 —6AR
L
f(0)= Jim 12h2

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de 1’Hospitala.

82 —6A
'0)=1lim —————.
F1(0) Ro0 24k
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 8’06‘4, co ma postac nieoznaczona % dla A=4/3. Wowcezas

mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I’'Hospitala.
16e*" 16 2

/ :1 _— =,
FO)=lm—r=5,=3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=4/3 i wéwczas f'(0) =2/3.

558. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywistg A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—cosz
—  dl
f(x)= e*—1—x a 270

A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
_ f(h)—=f0) . Leesh A 1—cosh— Aeh+ A+ Ah
/ _ — € —
f0) = fim == S H heh —h—h?

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0’
zastosowac regute de I’Hospitala.
sinh — Ael + A
f'(0)

:h%eh%—heh—l—Qh’
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0

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone ;, mozemy wigc po raz drugi zastosowac

regute de I’'Hospitala.

sy 1. cosh—Ael
SO =l oo her—a
1-A4

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz ~~, co ma postac¢ nieoznaczona % dla A=1. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de 1’Hospitala.
—sinh —e" 1

/ I P S
f(o)_flzlg(l) 3eh 4+ heh 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A =11 woéwcezas f/(0)=—1/3.

559. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
€3 —e2 —In(1+x)

F) = = dla z#0
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e3h—e2h_In(14h
FO) =i IOy T A e oIl h) - AR
h—0 h h—0 h h—0 h3 ’

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
3edh —2e2h — L _9Ap
/ 1 1+h
f1(0) = lim 7,2 -

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

07
regute de I’'Hospitala.

/ T
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz G_OZA, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=3. Wéwczas

mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de 1’'Hospitala.
27e3h —8e?h — 2 17

/ T (1+h)3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =3 i wéwcezas f'(0) =17/6.
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560. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2re* —1In(142x)

)= = dla z#0
A dla =0
jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e~ —In(1+2h) —h 3
_ f(h)—f(0)  Ghe=QEh) 4 ope=h_In(142h)— Ah
/ g —_— h g
FO= = = 2 i |

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0°?
zastosowac regute de I’Hospitala.

—h —h 2
2e —2he ~ Tien 3Ah2 ‘

1(0) = Jim AR

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nicoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’Hospitala.

—de " +2he ™" + (g5 —6AR

/ T
£(0)=lim 1212

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz trzeci zastosowaé

07
regute de I’Hospitala.

—h_ —h __ 16 .
F(0) = tim o2~ Gy ~04
70 24h '
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %’6‘4, co ma postaé¢ nieoznaczong % dla A=-5/3.

Wowcezas mozemy po raz czwarty zastosowac regute de I'Hospitala.
—8e " +2he "+ 849688 11

'(0) = I 0
f(0) = Jim 24 24 24 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rozniczkowalna dla A= —5/3 1 woéwczas f'(0) =11/3.

561. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e —+/1+x

f@)=! Wi+ 70
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
el —
f'(0) =lim f(h) = F(0) = lim ln(ﬂ_ = lim ' —V1+th—A-In(1+h) .
h—0 h h—0 h h—0 h-In(1+h)
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Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 8, mozemy wiec

zastosowac regute de I’Hospitala.
eh— L A
! 0 — llm 2’\/ 1+h 1+h )
10) h—0 ln(l—l—h)-I—fl_}:h

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 1/ ZO_A, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=1/2. Wéwcezas
mozemy po raz drugi zastosowac regute de I’'Hospitala.
h 1 1/2
e+ + 7
F1(0) = i DT T T

1
h=0 T+ T 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=1/2 1 wéwczas f'(0)=7/8.

562. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

€T
e’ — 61‘-{—1

f(z)= z?
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
eh h+1 h
() =f0) s A e =M A2
/ _ — h —
L - T

Przy h — 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone %, mozemy wiec

zastosowaé regute de I’Hospitala.

e’ h_ ,h+1
sy g €9 et —etT—2AR
f1(0) = lim T

Przy h—0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone g, mozemy wiec po raz drugi zastosowac
regute de I’'Hospitala.
F(0) = i e et e 24
h—0 6h
Przy h— 0 otrzymujemy iloraz 6_02’4, co ma postacé nieoznaczona % dla A=e/2. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac regute de I’Hospitala.

Loy e e3h 42 e g2 e g2h 4 g gh _ ghtl _de 2e
f(0)=1lim _2c_
h—0 6 6 3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=e/2 i wowcezas f'(0) =2¢/3.
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