Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Kolokwium nr 5: éroda 3.01.2024, godz. 8:15-9:45, material zad. 1-562.

Zadania do omdéwienia na éwiczeniach
w pigtek 15.12.2023, wtorek 19.12.2023 i piqtek1 22.12.2023.

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢éwiczeniami !!!

Zadania podobne do wcze$niej rozwigzanych mozna pominaé, jesli nie sprawiaja trudnosci.

10. Pochodna funkcji — zastosowania.

501. Udowodnié¢ nieréwnosdci

1
— 1— 4 .
1301 <arctg 51 —arctg 49 < 1201

502. Udowodnié¢ nieréwnosdci

1<19 18<1
— nJd —1n - .
9 8

503. Udowodnié¢ nieréwnosdci

1 1
31 <arctg 13 —arctg 8 < 3

504. Udowodnié¢ nieréwnosé

arctg 6 +arctg 12 < arctg 7+ arctg 10.

505. Udowodni¢ nieréwnosé

26 - earctg 5 <925. earctg 7

506. Dana jest funkcja f: (0, +00) — R okreslona wzorem
flz)= Vo +m.
Dowieéé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi nieréwnosé

[f(@) = fl<le—yl.

507. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z)=+v1022+49000.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—10, 10] zachodzi nieréwnoscé

[f (@) =) <|z—y|.

508. Dana jest funkcja f:[—10, 10] — R okreslona wzorem
f(z)=v5bx?+125.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [-10, 10] zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fy)<2:[z—y|.

1Cwiczenia zaplanowane na piatek 22 grudnia 2023 powinny sie odby¢ przed przerwa $wiateczna i nie
wczesniej niz w poniedziatek 18 grudnia 2023.
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509. Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okreslona wzorem
Dowiesé¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—1, 1] zachodzi nieréwnosé
|fx) = f)l <lz—y].
510. Dana jest funkcja f:[—4, 4] — R okreslona wzorem

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [—4, 4] zachodzi nieréwnosé
7@~ FW) < 5l
511. Niech funkcja f:[4, c0) — R bedzie dana wzorem
flr)=-

=—.
x
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [4, 00) zachodzi nier6wnosé

[z~
@) = Fl < e

512. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=In (e’” + e“”) :
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé¢
|f (@) = fW)| <lz—yl.
513. Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(x) :ln<x2+1> :
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierownosé
[f (@)= fl<le—yl.
514. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkceji f okreslonej wzorem
fl@)=2" =3z +1]

na przedziale [—2, 2] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

515. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkceji f okreslonej wzorem
f(x) ::c+(:1:2—6‘

na przedziale [—4, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

516. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z) :x—I—’xQ—x—G)

na przedziale [—5, 5] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiggane.

517. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé¢ funkcji f okreslonej wzorem
fl@)=2" V42 +4r+1

na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.
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518. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx) =V922+ 61 +1— 2>

na przedziale [—2, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

519. Wyznaczy¢ najmniejszg i najwieksza wartosé¢ funkcji f okreslonej wzorem
f(x) :3$+’x3—9x‘

na przedziale [—4, \/1_0] oraz podaé, w ktorych punktach te wartosci sg osiggane.

520. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx) =20+ Vat—9822+ T4

na przedziale [—11, 9] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

521. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
f(z) T 10-In (22 +1)

~ 99 99
osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [9, 11].

+arctg x

522. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem
9 81

osiaga najmniejsza i najwieksza warto$¢ na przedziale [4, 5].

523. W stozku o objetosci 1 chcemy umiesci¢ walec w taki
sposob, ze jedna z podstaw walca lezy w ptaszczyznie podsta-
wy stozka, a obwdd drugiej podstawy walca lezy na powierzch-
ni bocznej stozka. Rysunek obok przedstawia widok z boku,
ewentualnie przekroj ptaszcezyzng zawierajaca wspolna o$ obro-
tu stozka i walca. Jakg najwieksza objetos¢ moze mie¢ walec?

524. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y =0 i
x =1 oraz parabolg o réwnaniu y =22 chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

525. W trojkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o rownaniach y =10 i
x =1 oraz krzywa o réwnaniu y = 2% chcemy wpisaé¢ prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?
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526. Dana jest funkcja f:R — R okre§lona wzorem f(x)= v/22+12. Dowiesé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[z -yl
(@)= fy)l < =&~

gdzie C'=6 (wersja trudniejsza) lub C'=3 (wersja latwiejsza).

527. Dowieéé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nieréwnosé &/z>+/2.
528. Wyznaczy¢ najwieksza warto$é funkcji f: IR — R okreslonej wzorem
f(z)=5sinz —sinbz .
529. Niech f(z)=4cosx+sindz. Podaé wszystkie miejsca zerowe pochodnej funkeji f
w przedziale [0, 27).
530. Rozstrzygnac, ktora liczba jest wieksza:
16-arctg 74+1n13 czy 16-arctg 841n10 ?

Wskazéwka 1: Podane liczby sa wigksze od 25, a réznia sie o mniej niz 0,02 — nie
probuj bezposredniego szacowania.
Wskazéwka 2: Zbadaj funkcje pomocnicza f(x) = 16arctg x —In (2?4 1).

W kazdym z 10 ponizszych zadan podaj najwieksza wartos¢ funkcji f na przedziale
[0, 00). Odpowiedzi podaj w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.

531. f(x)=+x—22> ...

532. f(z)=4vz—2> ..
533. f(x) =32V —2> ...
534. f(r) =41 —272% ...
535. f(x)=32vx 272> ...
536. f(r)=4vx—1252% ...
537. f(2)=6VZ—2° oo,
538. f(x)=3vr—162> ...
539. f(x)=8Vr—a* ...
540. f(z) =z —162" ...

541. Funkcja f:R— R jest okreslona wzorem f(x)= —
funkcja odwrotna do f, tzn. f(g(x))=g(f(x)) =z dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Poda¢ wzor na pochodna funkcji g. Podac¢ przyklad takiej liczby wymiernej = > 1,
ze liczba ¢'(z) jest wymierna.

. Funkcja g: R— R jest

542. Niech funkcja f:IR— R bedzie funkcjg odwrotng do funkcji g:R— R zdefinowanej
wzorem g(z) =z”+x. Obliczy¢ f/(0), f/(2) i f/(34).
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543. Niech funkcja f:R— R bedzie funkcjg odwrotng do funkeji g:IR— R zdefinowanej
wzorem g(z) = 2°+9z. Obliczyé¢ f/(0), f/(10) i £/(100).

W kazdym z kolejnych 7 zadan funkcja g;: R — R jest funkcja odwrotng do funkeji
fi :R— R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci
liczby calkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech
podanych punktach.

544. fi(z)=2+= g0)=.... .. gi(2)=...... g (130)=......
545. fo(z) =27 +x gh(0)=...... Bh2)=...... gh(130)=......
546. f3(z)=2"+5x gh(0)=...... gh6)=...... gh(42) = ......
547. fu(z)=2"+ 5z gi(0)=...... gi(6)=...... gi(42)=......
548. fi(z) =27 +22 a3 =...... gs(12)=...... gs(72) = ......
549. fo(z) =2 +4x ga(5)=...... gs(16)=...... gs(80)=......
550. fr(z)=22"+z a(3)=...... g(18)=...... g5 =......

W kazdym z kolejnych 5 zadan dla podanej funkcji g; : R — R funkcja f;: R — R jest
okreslona wzorem
filgi(x)) =" +3z.

W kazdym z tych zadan podaj w postaci liczby catkowitej lub ulamka nieskra-
calnego wartosci pochodnej funkcji f; w trzech podanych punktach.

551. gi(z)=2°+x+6 fl8)=..... fl(16)=..... f1(36)=.....
552. go(x) =2 +22+3 )= ... fr(15)=..... f5(36)=.....
553. gs(z) =22°+x f3)=..... f(18)= ... A6 =.....
554. gu(z)=2"+x+2 )= ... fid)y= ... f1(36)=.....
555. gs(z) ="+ 2z fo)y=...... f3)y=...... f136)=......

556. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkeji

exmmo emmmo ex%HO exmmo
T )=arc e e — — arc e — e — —
f(x)=arctg +1 + 1 — 1|+ arctg +1 1 -1

na przedziale [10, 50] i okresli¢, w ktérych punktach te wartosci sa przyjmowane. Dopro-
wadzi¢ wartodci najmniejsza i najwiekszg do tak prostej postaci, aby byto widac, czy sg
to liczby wymierne, czy niewymierne.

Wskazéwka: f=goh, gdzie

2
g(t) =arctg (t—1) +arctg <t — 1>

oraz

h(z) = \/eezmo +1+ \/eezmo —1.
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557. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e?® — 22?2 —2x—1

flz) = v’
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

558. Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywistg A, ze funkcja f okreslona wzorem

1—cosz
—  dl
f(x)= e*—1—zx a =70

A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

559. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
3 —e*” —In(1+x)

fa) = P
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla x#£0

560. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
2ze® —1In(142x)

flz)= ?
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla x#£0

561. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem
e —1+z

f@)={ m(l+o)
A dla =0

jest rézniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

562. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

T
e’ — €x+1

flz)= z?
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#£0
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