Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Jarostaw Wroblewsk:
KOLOKWIUM nr 9, 26.01.2024, godz. 8:15-10:15

Zadanie 21 . (10 punktéw)

Niech f bedzie funkcja okreslona wzorem
1

M) = e D) @) (e d)

Obliczy¢ f(2029)(-2).
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje f na sume utamkow prostych:
1 A B C D
z-(z+1)-(z+3)-(z+4) et e T o
1=A-(z4+1)-(z+3)-(x+4)+B-z-(z+3)- (x+4)+Czx-(x+1)-(x+4)+ Dx-(x+1)-(x+3)

Podstawiajac w powyzszej réwnosci kolejno z =0, z=—1, x —3 i x = —4 otrzymujemy
odpowiednio A=1/12, B=-1/6, C=1/6, D =—1/12. Wobec tego
/12 1/6 1/6  1/12
V1216 16 112
x z+1 x+3 x+4

Po 2025-krotnym zrézniczkowaniu otrzymujemy
1/12 1/6 1/6 1/12
202 (1) = 2025!- [ — éo% + / - / / ,
T (z+1)2026  (343)2026 ' (14 4)2026

1/12 1/6 1/6 1/12
2025 _ _
/! )(_2) =2025!- <_ (—2)2026 + (—1)2026 12026 ™ 22026) =0.

skad

Odpowiedz: Wartosé¢ f(20%)(—2) jest réwna 0.

Rozwigzania
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Zadanic 22 (10 punktéw)

Obliczy¢ sume szeregu
1

2 (5n—2)-(5n+3) "

n=1

Rozwigzanie:
Szukamy takich liczb A i B, ze
1 A B

(5n—2)-(5n+3) 5n—2 Bn+3’
Po wymnozeniu powyzszej réwnosci stronami przez (5n—2)- (5n+3) otrzymujemy
1=A(n+3)+B(bn—2). (%)
Dla n=2/5 otrzymujemy A =1/5, natomiast przyjecie n=—3/5 daje B=—1/5.
Inny sposoéb: poréwnujec w rownaniu (*) wspétczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad rownan i go rozwigzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem

N 1 1& /1 1
; (5n—2)-(5n+3) 5 2 <5n—2 - 5n+3) -

n n=1
CL((L_y (11N (1 Ly 11y (1 1y
~5\\3 8 8 13 13 18 18 23 23 28

1 1 1 1 1 1 B
"'+<5N—12_5N—7>+(5N—7_5N—2>+<5N—2_5N+3)>_
11 1
—5(3_5N+3>’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/15.

SN

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/15.

Uwaga: Wydawa¢ by sie mogto, ze w mianowniku wyrazenia definiujacego wyraz
0gblny szeregu moga by¢ niemal dowolne dwa czynniki liniowe i zadanie bedzie sie roz-
wiazywato podobnie. Nic bardziej mylnego. W zadaniu kluczowe jest to, ze utamki o mia-
nownikach postaci bn — 2 upraszczaja sie z utamkami o mianownikach postaci bn+ 3.
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Zadanie 23« (10 punktéw)
Dana jest taka funkcja f:R — R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spetniony
jest warunek

[f (@) = fF(y) <Jz—y M

Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcjg stata.
Rozwigzanie:
Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste x < y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy

— X — T — T — T
t():l', tlzlE—f—L, tgzl'—f—QL, t3:$+3L, t4:ZL‘+4y ,
n n n

n
! tn—2:$+(n_2)'y;$7 tn—1:$+(n—1)'y;x7 tn:x+n~y_x=y.

n

Powyzsze punkty dzielg odcinek osi liczbowej od x do y na n rownych czedci.
Woéwezas na mocy zalozenia o funkeji f zachodza nieréwnosci

N 1,001 . N1,001
If (to) = f (t1)] < (bo—t1) " = (y nx> - nlg,JO)Ol ;
1,001 1,001
1,001 Yy—T\" (x—y)>
£ =T (- = (20) T O
1,001 1,001
1,001 Yy—x\” (x—y)"
)= T ()] (et = (20) O

)17001 (y—x 1,001 B (x_y)Lom
- n, 1,001 ’

oo _ (M)Lom _ (x ;1%)0117001 |
Korzystajac z nieréwnosci trojkata oraz z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy
[f (@)= f(y)l =
=[(f (o) = f (#0)) + (f (12) = F () + (f (t2) = f (t3)) + . 4+ (f (tna) = F (L))] <
<Uf (o) = f D F1f (G) = f )+ [f (t2) = F ()| + . 1S (tna) = f ()| <
(

)1,001 (x_y)1,oo1 (x_y)Lom (x_y)l,OOI (x_y)l,OOI

r—y
+ + +...+ =
n 1,001 1,001 n 1,001 n 1,001 n,1/1000

N

Otrzymalisémy wiec nieréwnosé
1,001

)~ 1) < U0

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nierownosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osigga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stata.

Kolokwium 9 -3 - Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Zadanic 24 . (10 punktéw)
Udowodni¢ istnienie liczby rzeczywistej x spetniajacej nieréwnosé

(1-2)"" (z+1)*> 1,
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f okreélong wzorem
2025
f(x):(l—xQ) (z+1)%.

Woéwezas jej pochodna wyraza sie wzorem
, 912024 9 9\ 2025
flx)=2025-(1—2*)"" - (—2z)- (x+1)°+ (1 —2?)

Poniewaz

f(0)=1 oraz f(0)=2#0,

2-(x+1).

funkcja f osiaga w punkcie 0 warto$¢ 1, ktéra nie jest ekstremum lokalnym (bo f'(0)#£0).
W szczegdlnosci nie jest to maksimum lokalne, co oznacza, ze funkcja f musi osiggac

w poblizu zera takze wartos¢ wicksza od 1.
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Dowies¢, ze istnieje nieskoniczenie wiele par liczb naturalnych (n, k), gdzie 2k <n,
Rozwigzanie:

spetiajacych rownanie
n n
=2- )
Dla n=3k—1 otrzymujemy

(n):<3k—1> Be—1! _,  (Bk=1) ) (3k—1)!

k ko) k=11 T2k 2k—1)! T 2k (k=D (2k—1)!

B (3k—1)! L Bk=1 L (Bk=1\ _ (n
_2'(k—1)!-2k.<2k—1)!_2'(k—1)!.(2k)!_2'< 2k )‘2'(2k>‘

OdpowiedZ
Dane réwnanie jest spetnione przez pary liczb (n, k), gdzie k> 1 jest dowolna liczba
naturalng, a n=3k—1.

Uwaga

Bardzo trudno jest kontrolowaé iloraz wspotczynnikéw dwumianowych lezacych da-
leko od siebie w przypadkowych miejscach — najlepiej, gdy sa to wspotczynniki stojace
obok siebie w jednym wierszu trojkata Pascala lub potozone symetrycznie. Dlatego roz-

wigzujemy uklad réwnan
n n n

Tak sie szczesliwie sktada, ze lewe i prawe rownanie prowadzg do tej samej zaleznosci
n=3k—1.
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Zadanie 20 . (10 punktéw)

Wskaza¢ odpowiednia liczbe naturalng n i udowodni¢ dla niej nieréwnosci

32" <n? < 64"

Rozwigzanie:
Przyjmijmy! n = k-220%, Wtedy podane nieréwnosci przybieraja postac

52023 22023 52023
32k2 < (k,‘22023) <64k‘2 ,
92023

(32" < (k-22°23)22023 <(645)*
co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom
328 < |- 22928 < 64"
bk _ J..92023 _ bk (&)

Zauwazmy, ze nieréwnosci () sa prawdziwe dla k=400, gdyz woéwczas
25k _ 22000 < 400- 22023 —k- 22023 < 29 X 22023 — 22032 < 22400 — 261( ]

czyli

22023

OdpowiedZ

Liczba spetiajaca podane nieréwnodci jest n =400 -2%0%,

Uwaga

Liczbe wymagana w zadaniu otrzymamy takze dla k spelniajacych nieréwnosci

339 < k<406

Zauwaz, ze wsrod tych liczb nie ma potegi dwojkil!!!

'Rozwiazanie poprzez przedstawienie stron nieréwnoéci w postaci poteg dwdjki sie nie udaje, wobec
czego prébujemy poréwnywaé potegi o tym samym wykladniku, a mianowicie wykltadniku 22923,
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