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KOLOKWIUM nr 7, 26.01.2024, godz. 10:30-11:30
Zadanie 18. (10 punktéw)
9
l0g (/) | g
jest niewymierna.
Rozwigzanie:

Dowiesé, ze liczba
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatozmy, ze liczba log, 3 ( ) jest wymierna i niech
bedzie ona réwna —m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to
liczba ujemna, bo podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a liczba logaryt-
mowana jest wieksza od 1). Wéwczas otrzymujemy kolejno
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Wykazemy, ze powyzsze rownanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych m, n.

Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
23n 3m 2m 32n
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykladniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sg réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
3n = m
m = 2n
Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwigzania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwigzania mielibysSmy
3n=m=2n,
co jednak prowadzi do n =0, a to nie jest liczba dodatnia.

DoszliSmy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log s ( > jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log, 3 (5) jest niewymierna.

Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze liczb
naturalnych, btedne jest kazde rozwiazanie oparte na rozktadzie, w ktéorym wystepuja
wyktadniki, o ktorych nie wiadomo, czy sa catkowite nieujemne.
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Zadanie 19. (10 punktéw)

W tréjkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y=01iz=1
oraz krzywa o réwnaniu y = /= chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, /a), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata
lezacym na krzywej.

Woéwcezas pole prostokata jest rowne

Pla)=(1—a)-Ya=a"?—a"3.
Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—
a ponadto
1 4-a  1—4a
3.a23 3 3.3

P'(a)=

Wobec tego P'(a)=0 dla a=1/4, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata

rownej

P<1>_3 1 3 332
4) 4 Y4 42 8

3 3.2

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi

1.1 8
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Zadanie 20. (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{\/n2+l4n—|—50—n: nEN} )

Rozwigzanie:
Przeksztatcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbior otrzymujemy:

24+ 14n+50 — (n+7)°
Vn2+14n+50—n=vn?+14n+50— (n+7)+7= oy (n+7)
Vn?2+14n+50+ (n+7)
n?+14n+50 —n? — 14n — 49 1
vn?+14n+504+ (n+7) vn2+14n+50+ (n+7)
7 otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie maleje wraz z n, a przy n — oo dazy
do 7.

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy odnotowac, ze w ciggu malejacym pierwszy
wyraz (tu rowny /65— 1) jest najwiekszy, a kresem dolnym zbioru wyrazéw jest granica

ciggu.
Odpowiedz: Kres gorny danego zbioru jest rowny /65— 1, a kres dolny 7.

+7=
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