Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

KOLOKWIUM nr 9, 3.01.2024, godz. 8:15-9:45
Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
flx)=a*4+22—4- |z +1]
na przedziale [—5, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

rz+1 dla ze]-1, +00)
o1/ =
—x—1 dla x€(—o0, —1)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
22 —2r—4 dla ze[-1, 3
r’+6x+4 dla xel[-5, —1)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—5, 3| jest dana wzorem
2e—2 dla z€(-1,3)
f'(x) =
2046 dla ze (=5, —1)

W punkcie —1 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1, 3) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza si¢ do réwnania 2z —2=0,
co ma rozwiazanie x = 1, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (—1, 5).

2° W przypadku z € (=5, —1) réwnanie f’(x)=0 sprowadza sie do 2x+6=0, co ma
rozwiazanie x = —3, ktore nalezy do rozwazanego przedziatu (=5, —1).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedzialu: —5 i 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —31i 1,
e punkt, w ktorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1.

(=)=
(=3)=
(=)=
fF)=

f3)=

\H\\

Odpowiedz:
Dana funkcja na podanym przedziale osiagga wartos¢ najmniejsza rowna —5 w punktach
—3 11, a wartos¢ najwiekszg rowng —1 w punktach —5, —1 oraz 3.
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Zadanie 14 (10 punktéw)

Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

e —1

f(x)=< In(1+22)
A dla =0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

dla z#0

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy
e3h—1
f()=f(0) . mgem A €M —1—A-In(1+2h)
!/ . — —
JO)= == M, M hom(ir2n)

Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

O Y
zastosowac regute de I’Hospitala.

'(0)

3n 24
3e 1+2h

_ i .
w0 In (14 2h) + 12

Przy h— 0 otrzymujemy iloraz %, co ma postac nieoznaczong % dla A=3/2. Wéwcezas

mozemy po raz drugi zastosowaé regute de I’'Hospitala.

9eh + O 15
L (1+2n)32
f(0)= ,11{% 2 2.(1+2h)—2h-2 ~ 4 °

1+2h + (1+2h)2

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A=3/2 i wowczas f'(0) =15/4.
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Zadanie 19 . (10 punktéw)

W tréjkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y=01iz=1
oraz parabolg o réwnaniu y =/ chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwieksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, v/a), gdzie a € (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata
lezacym na paraboli.

Woéwecezas pole prostokata jest rowne

Pla)=(1—a)-va=a"?—a**.

Zauwazmy, ze
lim P(a)= lim P(a)=0,

a—0t a—1—
a ponadto
1 3-
P'(a)= _3va :
2-v/a 2
Wobec tego P'(a)=0 dla a=1/3, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata
rownej

Pla)=3 s

2
Odpowiedz: Najwicksze mozliwe pole prostokata wynosi —~=.

3v/3
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

1
Funkcja g jest funkcja odwrotng do funkcji f okreslonej na przedziale [—2, oo) WZz0-

f(x)=arctg Vo' +x+1.

Rozstrzygnaé, czy pochodne ¢’ <%> oraz ¢’ <g> sg liczbami wymiernymi czy niewymier-

rem

nymi.
Rozwigzanie:
Najpierw obliczamy pochodng funkcji f:

() 1 728 +1 72041

xTr)= . — .
(VaTrati) +1 2VaT+a+l (@7+o+2)-2-VaT+a+1
Ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej otrzymujemy:

/ _
@)= F

czyli

———— 2-(aT4+2+2)-VaT+x+1
g/ (aI‘Ctg $7+x+1> —_ (QE s ) xr X
Txb+1
Przyjmujac w powyzszym wzorze z = (0 dostajemy

2:2-4/1
g (arctg 1)29'(%) = 1\/_:4.

Z kolei przyjecie x =1 prowadzi do

q (arctg \/§> =4 (g) =

2-4.
8

||&
>

Odpowiedz: Liczba ¢’ (%) =4 jest wymierna, a liczba ¢’ ( ) —1/3 jest niewymierna.

ol
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Zadanie 17 . (dodatkowe za 13 punktéw)
Dana jest funkcja f: [0, o0o) — R okreslona wzorem
f(z)=In <x5+8> .
Dowies¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych nieujemnych z, y zachodzi nieréwnosé
|f(2)=f)<2-]z—yl.

Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nieréwnosé¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= f) =)l lz—yl,
gdzie c jest pewng liczba lezaca miedzy = i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej > 0 zachodzi nieréwnosé
[f(2) <2,
czyli
S5t P
2548

Mozesz otrzymac 3 punkty za dojscie do tego miejsca.

Nier6wnosé (#) mozna udowodnié¢ r6znymi sposobami.

Sposéb I (dla koneseréw nieréwnosci miedzy Srednimsi):
Z nieréwnosci miedzy $rednimi geometryczng i arytmetyczng zastosowanej! do czterech
liczb 2° i jednej liczby 32 otrzymujemy kolejno:
425432
V120,39 < ;_ :
4 5
2t < LBQ ,
5
pat <2-(2°+8)

co stanowi nier6wnosé¢ (#). To konczy rozwiazanie zadania.

!Liczby, do ktérych stosujemy nieréwnoéé miedzy érednimi, moga wygladaé na wyciggniete z kapelu-
sza. Podczas prezentacji rozwiazania nie ma potrzeby sie tlumaczy¢ z tego, dlaczego akurat takie liczby
bierzemy. Ponizej stosowne wyjasnienie.

Poniewaz naszym celem jest nieréwnos¢ postaci

27?721 <2548,

w nieréwnosci miedzy érednimi trzeba wziaé liczby z° i 8, bo takie skladniki wystepuja po prawej
(wigkszej) stronie dowodzonej nieréwnosci, gdzie oczekujemy jakiejs éredniej arytmetycznej. Aby $rednia
geometryczna (lewa strona, mniejsza) data * (ewentualnie z jakim$ wspétczynnikiem), liczbe 2° trzeba
wziaé czterokrotnie. Aby jednak po prawej stronie wyszta dokladnie taka suma, jaka mamy w dowodzonej
nierownoéci, kazde z czterech wystapiefn x5 trzeba wzia¢ ze wspélezynnikiem 1/4. To prowadzi do piatki
liczb: cztery liczby °/4 i jedna liczba 8.

Jednak nier6wnosé miedzy srednimi praktycznie sie nie zmienia przy przeskalowaniu liczb (czyli prze-
munozeniu przez te sama stala), do ktérych ja stosujemy. Wobec tego dla elegancji przemnazamy piatke
liczb przez 4 otrzymujac cztery liczby z° i jedna liczbe 32.
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Sposob II (standardowy):

Oznaczajac
5t

)= vs
stwierdzamy, ze
J(x) = 2023 - (2% +8) — 25x° _ —52% + 16023 _ 53 (32— )
(25 +8)? (25 +8)? (x5 +8)*

Stad wynika, ze ¢'(2) =0, a ponadto ¢'(x) >0, gdy = € (0, 2) oraz ¢'(z) <0, gdy = > 2.

Wobec tego funkcja g jest dodatnia i rosnaca na przedziale (0, 2] oraz dodatnia i male-
jaca na przedziale [2, 00). W konsekwencji przyjmuje ona w punkcie 2 warto$¢ najwieksza.
Poniewaz ¢(2) =2, nier6wnosé¢ (#) jest udowodniona.

Sposob 111 (brutalny, dla mito$nikéw ucigzliwych rachunkow):
Dowodzona nier6wnosé (#) mozemy przepisaé w postaci

22° =52t +16 >0,
co po roztozeniu na czynniki? lewej strony daje réwnowazna nieréwnogé
(x—2)- (227 +32° +42+4) > 0.

Powyzsza nieréwno$é jest prawdziwa, gdyz obydwa czynniki po lewej stronie sg nieujemne

dla dodatnich z.

2Trzeba zauwazy¢, ze dla =2 zachodzi réwnoéé, co pozwala wykry¢ czynnik x—2.
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