Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

KOLOKWIUM nr 3, 29.11.2023, godz. 8:15-9:45

Zadanie 9. (10 punktow)
Obliczy¢ granice ciggu
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dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 1, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

JotA? nTroAny AT [t 4 3. A
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cata suma przybiera postac

N\ /n2 3k 1)
= (n+1)°+2k
gdzie
2An+A*  2(B—1)n+B*+5
Ny = 24 A ABZnt BES )

i w konsekwencji ma N(n)+1 sktadnikéw. Aby zadanie miato sens, dla kazdego n obie
wartosci N (n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.
W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (2) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:
2-(2An+A%)=3-(2(B—1)n+B>+5)

4An+2A° =6(B—1)n+3(B*+5) . (3)

Aby réwnosc¢ (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:
4A = 6(B-1)
24 = 3(B*+5)
2A = 3(B-1)
2A2 = 3B%*+15

7 o . ot : A 3(B=1) dstawienin do 16 o drues
pierwszego rownania otrzymujemy A===— co po podstawieniu do rownania drugiego

daje kolejno

9(B—1)>
2
9B? —-18B+9=6B8*+30,
3B?—-18B—21=0,
B*~6B—-7=0,

=3B%+15,
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skad! B=71i A=9. Wstawiajac te wartoéci do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=6n+27.

Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 6n+ 28 sktadnikow.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

VIR s 0P
(n+7)246 = (n+1)7+2k (n+1)2
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +o0.

Otrzymujemy

(604 28)-

2 61 +28) - 6+ 28
(6n+28)- \/"_2 _ (bn+ 2) n_ 0w g
(n+7)2+6 (n+7)2+6 (1+%) +5

oraz
(6n28). VOO (60428 (n+9) _ (645) (1+3)
n . = =
(nt1)2 (n+1)? (1+2)
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rowna 6.

— 6.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=9, B=7 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 6.

'Rozwigzanie B = —1 odrzucamy ze wzgledu na nieréwnoéé B > 1.
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Zadanie 10, (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= v/22+108. Dowieéé, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢

[z —y|
f (@) = FWI< =™

Rozwigzanie:
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

a'=b'=(a*=b*) - (a®+%) = (a—b)- (a+b)- (a’+1%) ,
ktory przy zatozeniu a+b# 0 mozna zapisa¢ w postaci
a*—b*
T (a+b)-(a2+0?)
Przyjmujac a = v22+ 10° oraz b= /y%+ 108, zauwazamy, ze a-+b >0 i przeksztalcamy
lewa strone dowodzonej nierownosci:

£ ()= Fl)| = |24+ 108 = 24108 =
_ (%4 10%) — (y*+10%) _
(Va2 +108 + V32 +10°) - (Va2 + 108+ /2 + 10F)
N |22 — 4’| _
(Va2+108 + /32 +10°8) - (Va2 + 108+ /> + 10F)
_ [z =yl |z +y|
(Va2 +105+ 32+ 10°) - (Va? + 108 + V2 + 10°)

a—

Korzystajac z nieréwnosci tréjkata i wykorzystujac réwnosé |z| = V22 otrzymujemy:
4| <ol + |yl = Vaz+ i < a2+ 105+ /y2+ 108,

|+
Va2 +108+/y2 + 108

skad

Ponadto zauwazamy, ze
1 1 1 1
Va2 108+ 2 +108 JO+10°+ Y0+ 10° 100+100 200
Wykorzystanie tych nieréwnosci pozwala dokonczy¢ oszacowania:

[z —y|-|z+y| _
(Va?+108 + /32 +108) - (Va2 + 103+ Vo2 + 108)
= eyl 1 eyl g 1=
Va2 + 105+ Y2 1105 Va2 +105+ 42+ 108 200 200
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Zadanie 1 1. (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

{Vn®+9n+20—n: neN} .
Rozwigzanie:
Przeksztatcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbior otrzymujemy:
9 n’*4+9n+20— (n—l—% ’

9
\/n2+9n+20—n:\/n2+9n+20—(n—i—)—l—: )9 +
2) 2 Vn?+9n+20+(n+3)

- n?4+9n4+20-n*-9n—-5 9 1/4 9

= fo=— +.
V249 +20+ (n+3) 2 Vn2+9n+20+ (n+3) 2
7 otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie rosnie wraz z n, a przy n — oo dazy
do 9/2.

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy odnotowaé, ze w ciggu rosngcym pierwszy
wyraz (tu réwny /30—1) jest najmniejszy, a kresem gérnym zbioru wyrazéw jest granica
ciggu.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny /30 —1, a kres gorny 9/2.

9_
- —
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)

Dla odpowiednio dobranej wartosci rzeczywistej parametru a udowodni¢, ze funkcja

f:R—R okreslona wzorem
fx)=ar+V322+1

jest odwrotna do samej siebie.
Rozwigzanie:
Poniewaz f(0)=1 oraz f(1)=a+2, funkcja f ma szanse by¢ odwrotna do samej siebie
tylko wtedy, gdy
0=f(f(0))=a+2,

czyli tylko dla a = —2.
Wykazemy, ze funkcja f okreslona wzorem

flz)=—2x+V322+1

jest odwrotna do samej siebie.
Wykres funkcji f jest krzywa? o réwnaniu

y=—2x+vV3x2+1,
y+2x=v3x2+1. (Q)

czyli

7, powyzszego réwnania wynika
y+r=v322+1—2>V322 41— |z| > Va2 —|z| =
=|z[—|z[ =0,
natomiast z podobnego rownania
y+2r=—322+1 (&)

dochodzimy do

y+r=—V322+1—2< V32 +1+|z| < —Va?+|z| =

= —|z|+]z|=0.
Podsumujmy:
y+2r=v3r2+1 = x4+y>0
oraz

y+2r=—v3r2+1 = z+y<0,

a wiec w rownaniu

y+2r==+v3r2+1
znak ”"£” jest taki sam jak znak liczby x+y.
Idea powyzszych oszacowan jest nastepujaca: W wyrazeniu

+V3r2+1—x,

27 uzyskanej w dalszej czesci rozwiazania postaci réwnania tej krzywej mozna stwierdzié, ze krzywa
ta jest hiperbola. A dokladniej jest jedna galezia hiperboli, podczas gdy druga galaz jest opisywana
przez réwnanie ().
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ktore jest réwne sumie x + vy, pierwszy sktadnik ma wieksza wartos¢ bezwzgledna niz
drugi, a wiec znak catego wyrazenia (czyli znak x+y) bedzie taki sam jak znak pierwszego
sktadnika, czyli jak znak 74",

Zatem rownanie () wykresu funkeji f mozna podnie$¢ do kwadratu uzupelniajac
je nierownoscig x +y > 0, gdyz nierdwnos¢ ta wymusza, aby pierwiastek byt ze znakiem
plus, a nie minus.

Otrzymujemy kolejno

v Aoy +42® =322 +1,  w+y>0
v +dry+ai=1, z+y>0
Z uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f

jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu y=x, co oznacza, ze funkcja f jest funkcja
odwrotng do samej siebie.

Odpowiedz: Jedyna wartoscia parametru spelniajaca warunki zadania jest a = —2.
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