Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

KOLOKWIUM nr 2, 8.11.20283, godz. 8:15-9:45

Zadanie D (10 punktow)
Dla odpowiednio dobranych liczb wymiernych dodatnich & oraz C'i D udowodni¢, ze
dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodza nieréwnosci

Ok < A F 1+ A2+ Vit 13+ Vnd+4+. . .+ V2Tt — 1+ 2Tt < Dnk .

Punktacja poprawnego rozwiazania zalezy od uzyskanego przez Ciebie ilorazu D/C":
e Przy D/C >3 mozesz otrzymaé 4 punkty.

e Przy 2< D/C <3 mozesz otrzyma¢ 6 punktéw.

e Przy D/C <2 mozesz otrzymaé¢ 10 punktéw.

Rozwigzanie:
Dana w zadaniu suma ma 26n* sktadnikéw. Mozemy zatem wykonaé szacowania
27n* .
260193 =26n*- Vni< Y. Vi <26n'-V27nt=78n'/3
i=nt+1

co konczy rozwigzanie wersji za 6 punktow.
Uzyskalismy tu liczby k=16/3, C'=26, D =78 i iloraz D/C =3.

Bardziej subtelne szacowanie wymaga rozbicia wyjsciowej sumy na dwie sumy

27n4 3 8n* 3 27n4 3
> Vi=Y Vi+ Y Vi,
i=n44+1 i=ni+1 i=8ni+1
a nastepnie wykonania szacowania dla kazdej z sum z osobna.
Otrzymujemy
8n*
' =7t Vnt < S Vi<t V8nt = 14n19/3
i=nd+1
oraz )
27n
3893 =190t Vent< S Vi <19n'-V27nt=57n0
i=8ni+1
skad po dodaniu stronami otrzymujemy
27n4
4501 < S Vi <TIn'os.
i=nit1

To konczy rozwiazanie wersji za 10 punktow.
Uzyskane liczby to k=16/3, C =45, D =171, a zatem D/C =71/45<90/45=2.
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Zadanie 0. (10 punktow)
Obliczy¢ granice
V2l —pb
i
(P T pi2)F

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skoniczona.

Rozwigzanie:
Stosujac na poziomie mianownika wzér na réznice kwadratéw w postaci
CL2 _ b2
a—b=—
a+b "’
a na poziomie licznika wzor na roéznice czwartych poteg w postaci
4 b4
a
a—b= ,
(@ +0)-(a+D)
otrzymujemy
V2T Il _p6
lim =
n—00 ( /n2d il — n12>’c
k
= lim . =
n=00 ( /n2d il +n12) ) ( Yn2d It —|—n6> nll

— lim ! (YTEn 1\
(VIiFnB+1)" nT

T (T B ) (VI A1) nk
— lim (' 1+n_13+1)k _nk—7:z:2k—2

M (T B 1) (Vitn B 11) 22
oile k—7=0, czyli k=T7.

Odpouwnedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 32 dla k=7.
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Zadanie T (10 punktow)
Obliczy¢ granice

. ((n+1)?  (n+2)®  (n+3)? (n+k)? (2n—1)3 (2n)3
lim == ... )
= \ynS+1 0 Vnf42  Vn®+3 n®+k Vnd+n—1 VnP+4n
2, 1 2
Wskazéwka-przypomnienie: 13 +234+33+ .. +n® = n(n4+)

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ rézniag — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do osmiu przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
waé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik
z osobna szacujac mianowniki przez wspolng wielkosc¢.

Szacowanie od dotu prowadzi do:
" (n+k)? X (n+k)3 1 n 3
. n+k)’=
Z\/n 8+ k kzlx/ng—i-n Vnd+n kz::l( )
Z kolei szacujac od gory otrzymujemy:
no(n+k)? & n—l—k) 1
b, = (n+k)?
Z TvVni+k Z “V/nf+0 nt ,;;1
Obliczamy sume Wystgpujzgca we wzorach na a, i cy:
n n 4n?-(2n+1)? n?-(n+1)?

S (n+k)? Z k3 = Z B> k= —
k=1 k=n+1 k=1 k=1 4 4
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nierownosci a,, <b, <c,, a ponadto

przy n — oo mamy

n

4n?-(2n+1)>—n?-(n+1)*> 15
H JE—
4-v/nd+4n 4
4n?-(2n+1)>—n?*-(n+1)*> 15
H JE—
4.n4 4’
z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 15/4.

Ay =

oraz

Cp —
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Zadanie 8. (10 punktow)

Wskaza¢ odpowiednia liczbe naturalng n i udowodni¢ dla niej nieréwnosci

647 < 2" < 108"

Rozwigzanie:
Slepa uliczka
Przyjmijmy n = 2¥. Wéwczas podane nieréwnosci przybierajg postaé

642" < 2F 27 192"

czyli kolejno
6-2F < -2208 < 7.9k

6.9k—2023 _ 1 7 9k—2023 (@)
Jednak nie udaje si¢ dobra¢! liczby naturalnej k, ktéra spelniataby nieréwnosci (9). Stad
wniosek, ze nie istnieje liczba n bedaca potega dwojki i spetniajaca warunki zadania.
Musimy sprébowaé czego$ innego.
Rozwigzanie poprawne
Przyjmijmy? n = k-2202. Wtedy podane nieréwnosci przybieraja postaé
AR 2% ( k-22023)22023 < 12882
(64k) 2 < (k;-22023)22023 < (128’“)22023 ,

co jest rownowazne kolejnym nieréwnosciom

64F < k- 22923 < 128"

o6k _ J..92023 _ 9Tk ()

Zauwazmy, ze nieréwnosci () sa prawdziwe dla k=300, gdyz wéwczas
26k — 21800 < 300- 22023 —k- 22023 < 29 A 22023 — 22032 < 22100 — 27k )

czyli

OdpowiedZ

Liczba spetiajaca podane nieréwnodci jest n =300 -2%0%,

Uwaga

Liczbe wymagang w zadaniu otrzymamy takze dla k spelniajacych nieréwnosci

291 <k <338.

Zauwaz, ze wsrod tych liczb nie ma potegi dwojkil!l

IMamy bowiem
k=2031>2030="7-290 > 7-28 = 7.2k~2023 (dla k=2031)

oraz

k=2032 <21 =4.22<6-29=6.2F"2023 (dla k =2032)

2Skoro nie udalo sie rozwiazanie poprzez przedstawienie stron nieréwnosci w postaci poteg dwojki,
to prébujemy poréwnywaé potegi o tym samym wykladniku, a mianowicie wykltadniku 22023,
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