Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

KOLOKWIUM nr 1, 18.10.2023, godz. 8:15-9:45
Zadanie 1. (10 punktéw)

Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
(B3n+1)!<8-3% 2. (nl)3.
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n=1 mamy L=4!=24 oraz P=28-3-(1!)> =24, a zatem dana w zadaniu
nieréwno$¢ przyjmuje postaé¢ 24 < 24, jest wiec prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

(Bn+1)!<8-3%72. (n!)?.
Chcemy wykazaé, ze
(Bn+4)1<8-3%" 1 (n+1)1)%.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
L=(3n+4)!=(3n+1)!-(3n+2)-(3n+3)-(3n+4) <8-3*"2-(n!)*-(3n+2)-(3n+3)-(3n+4) =

83 (4 1)1)° (3n+2)2-7(?><71n—:—31)).3(3n+4)

<83 ((n+1)1)* =P,
o ile udowodnimy, ze
(3n+2)-(3n+3)-(3n+4)
27-(n+1)3
Powyzsza nieréwnos¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnos$ciom
(3n+2)-(3n+4)<9-(n+1)?,
In*+18n+8<9In*+18n+9,
0<1,

S

a to jest prawdziwe dla dowolnej liczby naturalnej n.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n.
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Zadanie 2. (10 punktéw)
21
Dowiesc¢, ze liczba log 1415 <20> jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowo6d nie wprost. Zatozmy, ze liczba log 415 (%) jest wymierna i niech
bedzie ona réwna —m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to
liczba ujemna, bo podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a liczba logaryt-
mowana jest wieksza od 1). Wéwczas otrzymujemy kolejno

10g(14/15) <2l> -0 ;
20 n
14\ "™/ 21
(5) =
14\ ™ 21\"
) ()
15\™ 21\"
() () -
15™.20™" =21"-14™ .

Poniewaz jednak lewa strona powyzszego réwnania jest podzielna przez 5, a prawa
nie jest podzielna przez 5, rGwnanie to nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

., , . . . . . 21 . .
Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log14/15) (%) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba 10g 4,15 (%) jest niewymierna.
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Zadanie e (10 punktow)
Podaé 4 przyktady liczb rzeczywistych dodatnich z # 1, dla ktérych liczba
log, (x4 24)

jest wymierna.

W podanych przyktadach liczbe = nalezy wyrazi¢ wzorem, w ktéorym mozna uzy-
waé liczb catkowitych, czterech dziatan oraz pierwiastkowania (dowolnego stopnia, ale
wystarcza pierwiastki kwadratowe).

W kazdym z przykladéw nalezy takze podaé wartosé log, (z+24).

Rozwigzanie:
Przyktad I:

Dla z =3 liczba
log, (z+24) =log;27=3
jest liczba wymierna.
Przyktad I1:
Dla x =8 liczba
5
log, (v +24) =logg 32 = 3

jest liczbg wymierng.
Przyktad I11:
Zaktadajac, ze
log,(z+24) =w,

otrzymujemy réwnanie
¥ =x+24. (#)
Wybieramy taka warto$¢ wymierna w, aby$my umieli rozwiazaé réwnanie (#) i liczymy
na to, ze znajdziemy rozwiazanie dodatnie. Dla w =2 réwnanie (#) przybiera postaé
B =x+24.
Rozwigzujemy powyzsze réwnanie kwadratowe! otrzymujac
R E V7

2
a poniewaz interesuje nas rozwigzanie dodatnie, przyjmujemy

14497

v 2

1 woéwczas
log, (7 +24) =log, 2% =2

jest liczba wymierna.

IStandardowe rachunki s tu pominiete, ale na kolokwium powinny sie znalezé w rozwiazaniu.
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Przyktad 1V:
Postepujemy jak w przyktadzie I przyjmujac w = —1, co prowadzi nas do réwnania

rl=r+24

majacego rozwigzanie dodatnie

r=v145—-12.

Wéwezas
log, (z+24) =log, v ' =—1

jest liczba wymierna.
Inny sposob uzyskania tego przyktadu: W rownosci

log(m,\/ﬁ)(vn—{—l—l—\/ﬁ) =—1.
podstawiamy n = 144, skad otrzymujemy x =+/145—12.
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Zadanie 4. (10 punktéw)

Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

o199 < o 4 PO

1
gdzie p = jest ztota liczba. W rozwiazaniu mozna bez dowodu skorzystaé¢ z réw-

nosci 1+ ¢ = ? oraz z nieréwnosci o' > 199.
Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki?.

Przypadek pierwszy: n < 199.

Dla n <199 zachodza nieréwnosci

199

199 < 199,199 < 199 HIT — ;210

< (pn_|_902107

skad wynika prawdziwosé¢ nieréwnosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 200.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =200 poréwnujemy lewa i prawa strone nieréwnosci danej w tredci zadania:
L= %200 = 0199199 + o199 < 199 1L | 5199 _ ;210 | ;109
P = 200 | ;210
skad L < P.

2° Niech n > 200 bedzie taka liczba naturalna, ze

199 < O P10

W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nierownosci wynika nieréwnoscé
199 1, 210
O (n+1) <" 410,

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnodci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnoéci n > 200, czyli 199 <n — 1, otrzymujemy®

L:¢199_(n+1):¢199_n+(’0199<Spn+(p210_{_<p199ggon_‘_gleO_‘_SOn—l:

2W rozwiazniu przedstawiona jest uporzadkowana redakcja rozwiazania. W praktyce mozemy nie
by¢ w stanie przewidzie¢ jak rozdzieli¢ rozwiazanie na przypadki. Wowczas zaczynamy komponowanie
rozwigznia od drugiego kroku indukcyjnego, ktéry wymaga nierdwnosci

()0199 < (pnfl

Y

czyli 199 <n—11i w konsekwencji dowdd indukcyjny przeprowadzamy dla n > 200.
3W miedzyczasie korzystamy tez z réwnoséci

Lpn—l _’_(pn :(pn+1 ,

ktéra wynika z rownosci
1+p=¢?

po przemnozeniu stronami przez " L.
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— "l MO L 0 p

co konczy dowdd indukeyjny.
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