Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Egzamin, 13.02.2024, godz. 9:00-11:00
Zadanie 9 (10 punktéw)

Dowies¢, ze liczba
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jest niewymierna.
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zat6zmy, ze liczba log g /1) (%) jest wymierna i niech
bedzie ona réwna —m/n, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi (zauwazmy, ze jest to
liczba ujemna, bo podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, a liczba logaryt-
mowana jest wieksza od 1). Wéwczas otrzymujemy kolejno
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Wykazemy, ze powyzsze roOwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.

)

Rozktadajac obie strony powyzszej réwnosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-
mujemy
2m_33n‘5m:22n_32m‘52n‘
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykltadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sa réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

m = 2n
3n = 2m
m = 2n

Jednak powyzszy uktad réwnan nie ma rozwiazania w liczbach dodatnich m, n, gdyz
dla takiego rozwiazania mielibysSmy

In=2m=4n,
co prowadzi do n =0, a to nie jest liczba dodatnia.

Doszlismy do sprzecznosci z zalozeniem, ze liczba log gy, (%) jest wymierna.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log g /1) (%) jest niewymierna.

Uwaga: Poniewaz korzystamy z jednoznaczno$ci rozktadu na czynniki pierwsze liczb
naturalnych, btedne jest kazde rozwiazanie oparte na rozktadzie, w ktérym wystepu-
ja ztozone podstawy poteg lub wyktadniki, o ktérych nie wiadomo, czy sa catkowite
nieujemne.

Egzamin -1- Rozwigzania zadan otwartych



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Zadanie 10 (10 punktow)

Wyznaczy¢ punkty, w ktorych funkcja f zdefiniowana wzorem

20 50
f(x):;——z—i—lnx
osiaga najmniejsza i najwiecksza wartos¢ na przedziale [9, 11].

Rozwigzanie:
Rézniczkujemy funkcje f i korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réz-
nicy:
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przy czym w ostatniej nieréwnosci rownos¢ zachodzi tylko dla z = 10. Poniewaz w intere-

sujacym nas przedziale pochodna funkcji f jest dodatnia za wyjatkiem jednego punktu,

w ktorym ma wartos$é zero, funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Odpowiedz: Funkcja f osiaga warto$¢ najmniejsza na poczatku przedziatu, czyli
w punkcie 9, a najwieksza na koncu, czyli w punkcie 11.

Uwaga: Poniewaz f(9)~3,8022 oraz f(11) = 3,8029, nie wydaje sie mozliwe pordw-
nanie tych wartosci recznie poprzez bezposrednie szacowanie. Dlatego zbadanie monoto-
nicznosci funkcji f nalezy uznaé za jedyna droge rozwigzania.
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Egzamin, 13.02.2024, godz. 11:20-13:20
Zadanie 19 (10 punktéw)

Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreélonej wzorem
f(@)=2* =20z +5|
na przedziale [—15, 25] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

rz+5 dla z€[-5,+00)
245 =
—r—5 dla x€(—o0,—5)
a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
i 2?2 —20x—100 dla x€[-5,25]
€T) =
224202 +100 dla x€[-15, —5)
W konsekwencji pochodna funkeji f wewnatrz przedziatu [—15, 25] jest dana wzorem
20—20 dla z€(-5,25)
f(x)=
20420 dla z€(—15,-5)

W punkcie —5 pochodna moze nie istnie¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej ist-
nienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku x € (=5, 25) réwnanie f'(z) =0 sprowadza sie do 2z —20=0, co ma
rozwigzanie x = 10, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—5, 25).

2° W przypadku x € (—15, —5) réwnanie f'(x) =0 sprowadza sie do 2z +20=0, co ma
rozwiazanie x = —10, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—15, —5).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —15 1 25,
e miejsca zerowe pochodnej: —10 i 10,
e punkt, w ktorym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —5.

f(=15)=25,
f(~10)=0,
J(=5)=25,
£(10) = =200,
£(25)=5.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osigga wartos¢ najmniejsza row-
na —200 w punkcie 10, a wartos¢ najwicksza réwna 25 w punktach —15, —5 i 25.
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Zadanie 20 (10 punktow)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (2, 4) zachodzi nier6wnosé

1 > L
08oT > — .
€2 9
Rozwigzanie:
Inz T ,
Oznaczmy f(z)=logyx = I3 Ot g(x)= 5 Woéwcezas
n
1
/ JR—

Zatem funkcja f’ jest malejaca w przedziale ( oo) skad wynika, ze funkcja f jest funkcja
Scisle wklesta.

Poniewaz f(2)=g(2)=1 oraz f(4) =g(4) =2, prosta bedaca wykresem funkcji linio-
wej g jest sieczna wykresu funkcji f wyznaczona przez punkty odpowiadajace x =2
i x=4. Odcinek tej prostej zawarty miedzy tymi punktami jest wiec cieciwg wykresu
funkcji f, a skoro f jest $cidle wklesta, to lezy on ponizej wykresu.

Zatem f(x)>g(z) dla x € (2,4), co nalezato udowodni¢.
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