Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Egzamin, 31.01.2024, godz. 9:00-11:00
Zadanie 1 (10 punktéw)

Dowiesé, ze dla kazdej liczby Calkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

90 TL<QO +§0534

: 1+v5 . . . . . .
gdzie p = V5 jest ztota liczba. W rozwigzaniu mozna bez dowodu skorzysta¢ z row-

nosci 1+ ¢ = ? oraz z nieréwnosci '3 > 521.
Rozwigzanie:
Dowéd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadkil.

Przypadek pierwszy: n <521.
Dla n <521 zachodza nieréwnosci
¢521.n<¢521_521<¢521_¢ _(10 <90 _{_90

skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

534

Przypadek drugi: n > 522.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n =522 poréwnujemy lewa i prawa strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L= 2509 = 321591 4 )32 < 21 13 4 P21 B3 | P21
P =52 4 5
skad L < P.

2° Niech n > 522 bedzie taka liczba naturalna, ze

g0521 n<g0 +80534

W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

90521 (n+1) <(Pn+1+80
Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 522, czyli 521 <n — 1, otrzymujemy?

L= (n41) =" o4 P2 < o 4 P8 4 92 o 93 onl =

534

'W rozwiazniu przedstawiona jest uporzadkowana redakcja rozwigzania. W praktyce mozemy nie
by¢ w stanie przewidzie¢ jak rozdzieli¢ rozwiazanie na przypadki. Wowczas zaczynamy komponowanie
rozwiaznia od drugiego kroku indukcyjnego, ktéry wymaga nieréwnosci

90521 < (pnfl ’

czyli 521 <n—11i w konsekwencji dowdd indukcyjny przeprowadzamy dla n > 522.
2W miedzyczasie korzystamy tez z réwnoéci

@nfl +50n :¢n+1 ,

ktéra wynika z rownosci
1+p=¢?

po przemnozeniu stronami przez " L.
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— (pn—l +S0n+90534 :Spn—i-l _|_()0534 :P,

co konczy dowdd indukeyjny.
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Zadanie 2 (10 punktéw)
Obliczy¢ granice ciggu
hm( Vn? Vn?2+2 Vn?+4 VriPt6 o VePi2k
=\ (n4+1)*  (n+1)°+1 (n+1)°+2 (n+1)°+3 (n+1)7>+k
Jint+A)2—8 J(n+A2—6 J(n+A)?2-4 /(n+A)2-2 (n+A)?
(n+B)°+4  (n+B)’+5  (n+B)’+6  (n+B)*+7 (n—l—B)2+8>
dla tak dobranych liczb catkowitych A >0 1 B > 1, aby zadanie mialo sens.

Rozwigzanie:
Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

Jin+A? 21 2Ant A2 \Jn2 2. 2AniAt
(n+B)*+8 n2+2Bn+B2+8 n?+2n+1+(2(B—1)n+B2+7)’
cata suma przybiera postac

N® /23 2k )
im0 (n+1)*+k’

gdzie
B 2An+ A?
2

i w konsekwencji ma N(n)+ 1 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n obie
wartosci N(n) okreslone réwnaniami (2) musza by¢ réwne i catkowite.

W celu znalezienia takich A i B, aby prawe réwnanie (2) byto spelnione dla kazdej
liczby naturalnej n, dokonujemy nastepujacych jego przeksztatcen:

24n+A*=2-(2(B—1)n+B>+7) ,
2An+A*=4(B—1)n+2-(B*+7) . (3)

N(n) =2(B—1)n+B*+7, (2)

Aby réwnosé (3) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspotezynniki
po obu jej stronach muszg by¢ rowne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

2A = 4(B-1)
A* = 2(B*+7)
A = 2(B-1)
A? = 2B*+14
Po podstawieniu A z pierwszego rownania do rownania drugiego otrzymujemy kolejno
4B-1)72=2B*+14,
4B?—-8B+4=2B*+14,
2B? -8B —10=0,

B?—4B—-5=0,
skad® B=51i A=8. Wstawiajac te wartosci do réwnosci (2) otrzymujemy
N(n)=8n+32.
3Rozwigzanie B = —1 odrzucamy ze wzgledu na nieréwnoéé B > 1.
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Wobec tego suma wystepujaca pod znakiem granicy ma 8n+ 33 sktadniki.

Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (1) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

vn? 8nt32 \/n?+2k (n+8)2
o g S ——5— < (8n+33) i,
(n+5)*+8 = (n+1)"+k (n+1)

a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.

Otrzymujemy

(8n+33)-

ap . VP (Bnt33)n 8+
(B +33) (n+5)2+8 (n+5)2+8 <1+%)2+% 8
oraz, (n+8)2  (8n+33)-(n+8) (84—%3) : (1_|_%>
S iy T ey (e

Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu
wyrazenia jest rOwna 8.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=8, B=>5 i wowczas dana w zadaniu granica
jest rowna 8.
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Zadanie 3 (10 punktéw)

Wyznaczy¢ wszystkie takie zbiezne szeregi geometryczne Z a, o wyrazach dodat-

n=1

nich, ze
o0 o0
> a,=3 oraz > Vanani1=2.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Poniewaz szukamy zbieznego szeregu geometrycznego o wyrazach dodatnich, przyjmijmy
a, = a;q"" !, pamietajac, aby a; >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

-1_ @
Zan Zalq - 1_q
oraz
a
Z Vanlni1 = Z aiq-q"" 11\/3

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
ay

¢ =3
al\/_
1—q ’
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy

2 4
\/525 czyli =3

co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno

a1
— =3
5/9 ’

D

a1 = = .

Odpowiedz: Jedynym szeregiem spetniajacym warunki zadania jest szereg
0 H.gn— 1 x 5. 22n 2

23 on— 1_21 32n-1

n=1 n=
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Zadanie 4 (10 punktéw)

W tréjkat krzywoliniowy ograniczony prostymi o réwnaniach y=01iz=1
oraz krzywa o rownaniu y = x-/x chcemy wpisaé prostokat jak na rysunku
obok. Jakie najwigksze pole moze mie¢ taki prostokat?

Rozwigzanie:
Niech (a, a’/ 2), gdzie a€ (0, 1), bedzie wierzchotkiem prostokata
lezacym na krzywe;j.

Woéwezas pole prostokata jest rowne

P(a) = (1 _a) a3 =g3/? — g5

Zauwazmy, ze

li%LP(a): lir{l_P(a):(), (3 sk k)
a ponadto
3 D
P'(a) :§-a1/2—§-a3/2: (3—5a)-a'/?.

Wobec tego P'(a)=0 dla a=3/5, co prowadzi do maksymalnej wartosci pola prostokata
rownej
B2 6) -5
p(2)=2.(2) = .
5) 5 \5 25-/5

6-v/3
25.

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole prostokata wynosi

5

(*¥****) Brak $wiadomosci koniecznosci sprawdzenia, co sie dzieje z wartosciami funk-
¢ji na koncu przedziatu, swiadczy o niezrozumieniu procedury wyznacznia najwiekszej
warto$ci funkcji na przedziale. W takiej sytuacji odejmowane bada 4 punkty.
Oczywiscie sprawdzenie na koncach nie jest konieczne, jesli zostanie zastapione innym
rozumowaniem pokazujacym, ze w miejscu zerowania sie pochodnej jest osiggana naj-
wieksza warto$¢ funkeji (np. sprawdzenie monotonicznoscei funkeji na podstawie znaku
pochodnej).
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Zadanie D (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(@)=In (5™ +7e>" +2024) .
Dowieéé¢, ze dla kazdych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé
@)~ F@I<T-le—y]
Rozwigzanie:

Dla z =y dowodzona nieréwnosé¢ jest oczywista, natomiast przy = #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé

[f (@)= fWl=1f(c)-lx—yl,
gdzie c jest pewng liczba lezaca miedzy = i y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

[f'(@) <7,
czyli

35e7* 4 35e5%
<7.
5e7® 4 Tebr 2024 (&)

Nieréwnosé (#) jest rownowazna kolejnym nieréwnosciom:
35e™ 435" < 35e™ +49e°* 42024 - 7,
0< 14e’ 420247,

a to jest prawdziwe, gdyz dla kazdej liczby rzeczywistej x prawa strona jest dodatnia.
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Zadanie © (10 punktéw)
Dobrac¢ taka liczbe rzeczywista a, aby funkcja f okreslona wzorem
f(z)=In(14z)+e" —2sinz+az®

miala w zerze (lokalne) ekstremum. Jakie to ekstremum (minimum czy maksimum)?
Rozwigzanie:

Obliczamy kolejne pochodne funkcji f w zerze:

1
f’(x):?—i-eg”—Qcosx—i-?)axQ, f(0)=0,
T
f”(:c):—(1+x)2—l—ex—l—ZSinx—l—fiax, f"(0)=0,
2
f(x) = (1+x)3+ex+2(zosx+6a, f"(0)=5+6a.

Jezeli pierwsza niezerowa pochodna ma rzad nieparzysty, to funkcja nie ma ekstre-
mum, musi wiec byé 5+6a =0, czyli a=—5/6.

fW(x)=— 0 +e¥ —2sinx, F#(0)

=-5<0.
(14+2x)4

Poniewaz pierwsza niezerowa pochodna ma rzad parzysty, to funkcja ma ekstremum.
Skoro ta pochodna jest ujemna, to jest to maksimum.

Odpowiedz: Funkcja f ma ekstremum w zerze dla a =—5/6 i jest to maksimum.
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Zadanie { (ZADANIE DODATKOWE)

Dowiesé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € (3, 5) zachodzi nieréwnosé

7
V33 < xg )

Rozwigzanie:
Oznaczmy

flz)= Va3 +3.

Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
f'(@)=

3x?

7-(23+3)%7
oraz
() = 6x __ 542" _ A2 (2*+3) 54z* _
T-(2343)%7  49-(234+3)"7  49-(2343)"Y7T 49 (23 +3)"7
420* +1262 — 542t —122*+1262 6z (—22°421)

19-(13)%7 49 (23 +3)57 49- (23 +3)7

21 21
dla =z > \3/ 0l < 3, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale {3 5 oo)
zawierajacym interesujacy nas przedziat (3, 5).
Zatem wykres funkcji f dla z € (3, 5) lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f

1
ER. —, dla z € (3, 5) zachodza

kcie 5. Poni 7 f(D) =2 '5)=— >
W. ptln c1/e ? oniewaz f(5) oraz f'(5) 148~ 150 — 6
nieréwnosci
75 1 124+(z—-5 +7
\7/x3+3:f(a:)<f(5)+(:c—5)-f’(5):2+(x—5)-m<2+(x—5)-6: (696 )—I6 )

co konczy rozwigzanie zadania.

4Po drodze nalezy uwzglednié, ze liczba x —5 jest ujemna.
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Zadanie 8 (ZADANIE DODATKOWE)

Dana jest taka funkcja f:R— R, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y spelniony
jest warunek

1
T)— <
@)~ W) < =
Dowies¢, ze wowcezas f jest funkcja stata.
Rozwigzanie:
Ustalmy dowolne liczby rzeczywiste x < y. Dla dowolnej liczby naturalnej n przyjmijmy
Zn =Y +Mn.

Woéwezas na mocy zalozenia o funkcji f oraz nieréwnosci trojkata otrzymujemy

@) =T <1 @) =G ) TS g oy
1 12
< n2+1+n2+1 GRS

Otrzymalidémy wiec nieréwnosé
2

|f(93)—f(y)|<n27+1

prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n. Poniewaz lewa strona tej nieréwnosci jest
nieujemna i nie zalezy od n, a prawa moze osiagga¢ dowolnie mate wartosci dodatnie,
otrzymujemy |f(x)— f(y)|=0. Stad wynika, ze f(x)= f(y), a w konsekwencji f jest
funkcja stata.
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