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Ciagi liczbowe. Granica.

Ciag liczbowy wyobrazamy sobie jako ustawione po kolei liczby!:

a1, Ao, A3, Ay, ..y 1, Ay Qg1 s - - (&)
Liczby te nazywamy wyrazami ciggu, przy czym liczbe stojaca na n-tej pozycji? nazy-
wamy n-tym wyrazem ciggu.

Z formalnego punktu widzenia definiujemy ciag liczbowy jako funkcje okre$long na
zbiorze liczb naturalnych? i przyjmujaca wartoéci bedace liczbami rzeczywistymi. Jezeli
nazwaé te funkcje a, czyli przyjacé, ze a:N— R, to n-ty wyraz ciagu bedacy wartoscia
funkcji a dla argumentu n nalezaloby oznaczy¢ przez a(n). Jednak w kontekscie ciagu
uzywamy wygodniejszego oznaczenia a,. Co wiecej, na ogdt nie méwimy o ciggu a, re-
zerwujac sobie literke a do ewentualnego oznaczania innych obiektéw matematycznych
mniej lub bardziej zwigzanych z samym ciggiem. A takze rezerwujemy sobie oznaczenia
typu ag do oznaczenia réznych obiektéw matematycznych, chociaz formalista zazgrzy-
tatby zebami, ze przeciez ag powinno oznaczaé wyraz ciaggu stojacy na pozycji zerowej.

Pamietajmy, ze a, oznacza n-ty wyraz ciagu, czyli pewna liczbe rzeczywista. Jezeli
natomiast bedziemy chcieli odnie$¢ sie do ciagu (<), uzyjemy oznaczenia (a,), ktore
nalezy rozumieé jako skrét jednej z nastepujacych pelnych wersji*:

(@n)nen (@n) ey (an:neN)

W tym miejscu nalezy zwrécié uwage na rozréznienie napiséw z nawiasami ”( )"
od napiséw z nawiasami ”{ }”. Nawiaséw ”{ }” uzywamy do oznaczenia zbioréw. Mo-
wigc obrazowo, zbiory nie pamigtajg kolejnosci swoich elementow, ani tez nie ma czegos
takiego jak wielokrotne nalezenie elementu do zbioru. Potencjalny element moze do zbio-
ru naleze¢ albo nie — trzeciej opcji nie ma. Tak wiec ponizsze napisy oznaczajg ten sam
zbior:

(1,2} ={2,1}={1,1,2, 1} ={1+1,1-1,1'}.

Natomiast nawiasy ”( )" stuza do oznaczenia uporzadkowanych uktadéw® liczb® lub
tez do oznaczenia funkcji. Tak wiec kolejnosé elementéw pary uporzadkowanej ma zna-
czenie, np.:

(1,2) #(2,1).
A funkcje f: Dy — R mozemy zapisa¢ jako
f=(f(z): ze€Dy).

W konsekwencji napis {a, : n € N} nie oznacza ciagu liczbowego, ale zbiér wyrazéw
ciagu (a,), czyli wyrazy ciagu z utracona informacja co do kolejnosci i krotnosci ich
wystepowania. Niestety wsrod niektorych autoréw podrecznikow do$é rozpowszechniony
jest zwyczaj pisania: ”"ciag {a,}”. Odnoscie sie do tych Autoréw z naleznym Im szacun-
kiem, ale przyktadu z Nich nie bierzcie.

1Liczb tych jest nieskoriczenie wiele.

2W powyzszym przyktadzie jest to a,,.

3Czyli, powtarzam do znudzenia, catkowitych dodatnich.

4Wersji tych uzyjemy, gdy skrécony zapis moégltby prowadzié¢ do nieporozumien.
®Na przyklad par uporzadkowanych, tréjek uporzadkowanych.

6Badz innych obiektéw matematycznych.

Ciggi liczbowe -1- LuZne notatki



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

Mozemy wiec uzy¢ napisu (n2> N dla oznaczenia ciggu kwadratéw liczb naturalnych:
1, 4,9, 16, ...

Przyjrzyjmy sie réznym przyktadom ciagdéw liczbowych:
n

C2n+1

b,=(=1)"

Qn

hn:%

Zastanowmy sie, jak wygladaja wyrazy tych ciaggéw stojace na bardzo dalekich po-
zycjach. W niektorych przypadkach mozna na to odpowiedzie¢ od razu, a w niektorych
trzeba si¢ wspomoc odpowiednimi przeksztatceniami lub oszacowaniami. I tak:

n 1 1

p=—"-==—————
2n+1 2 2-(2n+1)

co dla bardzo duzego n jest réwne 1/2 minus bardzo mala liczba dodatnia. Zatem dla

bardzo duzych n mamy a,, ~ 1/2. Mozemy wiec powiedzie¢, ze dalekie wyrazy ciagu (a,)

sa prawie réwne 1/2. Informacja o tym, ze wyraz ciagu ma daleka pozycje, pozwala

z bardzo dobra doktadnoscia okresli¢ wartos¢ tego wyrazu — nie musimy przy tym

wiedzie¢, ktory konkretnie to wyraz, bo dalekie wyrazy ciggu sa prawie takie same.

Z kolei w ciagu (b, ) wyrazy sa na przemian rowne 1 i —1. Informacja o tym, ze liczba
jest dalekim wyrazem tego ciggu nie pozwala podaé jej przyblizonej wartosci, gdyz liczba

ta réwnie dobrze moze by¢ jedynka lub minus jedynka.

W ciagu (¢,) dalekie wyrazy sa duzymi liczbami dodatnimi, nie zblizaja sie wiec
do zadnej konkretnej wartosci liczbowej.

Natomiast w ciagu (d,,) dalekie wyrazy maja duza warto$¢ bezwzgledna, ale na do-
datek bywaja zarowno ujemne jak i dodatnie.

Dla pozostalych ciggéow prawdziwe sa oszacowania:

1—i< <1 (1)
2 8 "2
11 1
S 9
3 a0 I3 (2
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1 1 1

1—971<9n<1 (3)
2

1<h, <14 —— (4)

Vn
z ktorych to oszacowan wynika, ze bardzo dalekie wyrazy tych ciaggéw sa z bardzo dobrym

przyblizeniem réwne odpowiednio 1/2, 1/3, 1/4, 1. Do oszacowan tych mozemy dorzucié
utrzymane w tym samym stylu oszacowanie

L1 <a, < ! (5)
2 an " T

wynikajace z nierownosci
1 1

> R
dn = 2-(2n+1)
oraz oszacowanie 5
1<h, <1+ TR (6)
Skoro dalekie wyrazy ciagéw (ay), (€n), (fn) (gn), (hn) sa z dobrym przyblizeniem
réwne odpowiednio 1/2, 1/2, 1/3, 1/4, 1, zastanéwmy sie jak daleko wystarczy” sie
posuna¢ w tych ciggach, aby btad tego przyblizenia byt mniejszy od jednej milionowej.
Biorac pod uwagg, ze

1 - 1
ap——| < —
2 4n
1 - 1
en——| < —
2 8n
1 1
n- o < —
/ 3 8n
1 - 1
In =4 on
2
h,—1|< —
h=11<
3

wystarczy zapewni¢, iz prawe strony tych nieréwnosci nie beda wigksze od wymaga-
nej przez nas jednej milionowej. To oznacza, ze wystarczy, aby n bylo nie mniejsze
odpowiednio® od 250000, 125000, 125000, 111112, 4 000 000 000 000, 6 000 000 000.

"Zwracam uwage na stowo ”wystarczy” . Nie pytam jak daleko ”trzeba” sie posunaé, bo to sugerowa-
loby wskazanie optymalnego (najwczesniejszego) miejsca. Tymczasem chodzi o wskazanie jakiegokolwiek
miejsca (by¢ moze niepotrzebnie zbyt dalekiego), poczawszy od ktérego zadane przyblizenie na pewno
jest realizowane.

8Dla uzyskania ostatniej liczby wykorzystujemy nieréwnosé 33/2 = /27 < 6, z ktérej wynika

3000 000%/2 < 6000 000 000 .

Ciggi liczbowe -3- Luzne notatki



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

W konsekwencji otrzymujemy:

1 1 dla 7 > 250 000
n_i XX A A a =
751 1n S 1000000 "
PRI dla n> 125000
51580 S 1000000 an=
1 1 1
ot o1 dla n> 125000
I =31< 80 < T000000 an
1 1 1
S P L dlan>111112
In =41 9n = 1000000 an
9 1
hy—1< dla n.> 4000 000 000 000
| < 7% < Too0000 an
3 1

|hn—1] < dla n > 6000000 000

<
n?/3 1000000

Dla kazdego z ciagéw (a,), (€n), (fn), (9n), (hn) wskazaliémy wigc taka liczbe? N,
ze dla wszystkich liczb naturalnych n > N réznica miedzy n-tym wyrazem odpowiedniego
ciggu a liczba, do ktorej wyrazy ciggu sie zblizaja, jest mniejsza od jednej milionowej.
Oczywiscie ta jedna milionowa jest tylko przyktadowa liczbg — zamiast niej mozna
bytoby wzia¢ jakakolwiek liczbe rzeczywista dodatnig i stosownie do niej wyznaczy¢
liczbe N méwiacy jak daleko nalezy sie w ciaggu posunac.

Liczba N wecale nie jest jednoznacznie wyznaczona, gdyz nie zaktadamy jej optymal-
nosci. By¢ moze jest ona niepotrzebnie duza, co moze wynikaé z naszej fantazji, a moze
wynika¢ z oszacowan, jakimi dysponowalismy, aby ja uzyskac.

Czas najwyzszy odkry¢ karty i wyraznie napisaé¢ to, czego wiekszos¢ z Was juz sie
zapewne domyéla. Otoz cale te rozwazania prowadza do umotywowania pojecia granicy
ciggu.

Definicja: Liczbe rzeczywista g nazywamy granica ciagu' (a,) wtedy i tylko wtedy,
gdy:
V 3V |a,—g|l<e.

e>0 N n>=N

Komentarze do definicji:
e Mam zwyczaj pisa¢ specyfikacje pod kwantyfikatorami, a nie po nich. Uwazam bowiem,
ze tak jest czytelniej, cho¢ moze nie do konca zgodnie z przyjetymi obyczajami.
e Zmienne ¢ oraz N przyjmuja wartosci rzeczywiste, a zmienna n wartosci naturalne.
Jednak wole napisa¢ to obok lub zostawi¢ w domysle, niz dodatkowo komplikowaé¢ tymi
warunkami i tak juz rozbudowany wzorek.

9Tutaj w kazdym z przypadkéw liczba N jest calkowita, ale ma to jedynie walor estetyczny. Gdyby N
bylo liczba niecatkowita, nic ztego by sie nie stalo.

10Chodzi oczywiscie o dowolny ciag (a,), a nie tylko o ten konkretny przyktad ciagu, ktéry wezeéniej
sobie tak oznaczylismy.
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W podanych szacowaniach role € przyjeta jedna milionowa. Wykorzystujac oszaco-
wania, ktéymi akurat dysponowaliSmy, bylismy w stanie wskaza¢ takie miejsce w cig-
gu, od ktérego poczawszy!l wyrazy réznig sie na pewno o mniej niz 6w £ od granicy.
Przyjrzyjmy sie ciagowi (h,). Wykorzystujac dwa rézne oszacowania, a mianowicie (4)
oraz (6), byliSmy w stanie uzyska¢ wartosci:

N =4000000000000 na podstawie nieréwnosci (4),
N = 6000000000 na podstawie nieréwnogci (6) oraz 3 000000%2 < 6000 000 000.

Ktére N jest wiec dobrze dobrane do e =107% dla ciagu (h,) ?

I jedno i drugie i kazde inne wigksze od nich. Przypomnijmy, ze wedtug naszych wcze-
$niejszych ustalen

hy—1| < —— dlan>4
| | < 1000000 a n > 4000000000000
n—l<— la n>
|h ]<1000000 dla n > 6000000 000
ale stad wynika takze
1
_ - > 102023
|y, 1|<1000000 dla n>10

Istotne jest tylko to, ze dla kazdego ¢ istnieje jakies N, ktore spelnia warunek podany

dalej w definicji granicy ciggu:

vV o |hp—1|<e.
>N

n

Dodajmy do tego pare drobnych uwag: Jesli cigg ma granice, to nazywamy go ciagiem
zbieznym. W przeciwnym razie méwimy o ciagu rozbieznym. Jesli ciag ma granice, to
jest ona jedyna — cigg nie moze by¢ jednoczesnie zbiezny do réznych granic. Jesli ciag
(a,) jest zbiezny, to jego granice zapisujemy'? jako

lim a,, .

n—oo
Warunek nhﬁrglc> a, = ¢ mozemy tez zapisa¢'® jako "a, — g przy n — oo” albo po prostu
jako "a, — ¢g”, gdy z oznaczen lub kontekstu nie ma watpliwosci, ze chodzi o n dazace
do nieskonczonosci.
Zgodnie z tymi oznaczeniami mozemy zapisac, ze

1 1 1
lim —" =—, lim vVn?+n—n=—, lim\?’/n3+n2—n:f,
1
Jirgo\4/n4+n3—nzz, Jim. Un=1.

11 Ale moze juz znacznie wezeéniej — nie interesuje nas to specjalnie.
12A przy tym lim czytamy jako limes.
BCzytamy: a, dazy do g przy n dazacym do nieskoficzonosci.
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Obliczanie granic ciggow.

Przytoczmy, na razie bez dowodu, podstawowe twierdzenia, ktére pozwolg nam obli-
czaé granice ciggdéw zbieznych!? bez odwotywania sie do definicji granicy.

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.
2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest zbiezny i

A (an +bn) = litg an+ lim bn

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i
lim (a, —b,) = nli_)noloan _nh—%lob” )

n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i

lim (a,b,) = lim a,- lim b, .

n—oo n—oo n—oo
5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) 1 (b,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz RILI& b, # 0, to ciag

(=) jest zbiezny i
a lim a,

n—0o0

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym dla kazdego n zachodzi nieréw-
nos¢ a, < b, (odpowiednio a, >b,), to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).
n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.
lim £ =0
n—oo

lima=a

n—oo

lim " =0dla |a| <1

n—oo

lim Ya=1dlaa>0

n—od

lim Y/n=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k€ N

lim &a, = ¥ lim a,, .
n—oo n n—oo n

Dla nieparzystych k warunek a,, > 0 mozna pomina¢.

14Na razie méwimy tylko o granicach wiasciwych, czyli bedacych liczbami rzeczywistymi.

Ciggi liczbowe -6 - Luzne notatki



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2023/24

A oto przyktady zastosowania powyzszych twierdzen do obliczenia trzech granic, ktore
wynikaja takze z podanych wczesniej oszacowan.

Przyktad 1: Obliczy¢ granice

lim vVn2+n—n.

n—oo
Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru na réznice kwadratéow przeksztatcamy wyrazenie pod znakiem
granicy, a nastepnie wykonujemy przejscie graniczne:

n 1 1 1
lim vn?24+n—n= lim ———— = lim = =—.
n—oo o/ ndn e 1yl V14041 2

Przykltad 2: Obliczy¢ granice
Vmd+n2—n.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na réznice szeScianow przeksztatcamy wyrazenie pod znakiem gra-
nicy, a nastepnie wykonujemy przejscie graniczne:
3 n? 1
lim Vn?+4+n?2—n= lim lim =

n—oo n—>oo<n3+n2>2/3_|_n,\3/m+n2 _n—>oo (1+l)2/3+ 3 1+l+1 -
1 1

(14+0)°+ JT+0+1 3~

Przyklad 3: Obliczy¢ granice

lim vni+nd3—n.

n—oo
Rozwigzanie:

Korzystajac dwukrotnie ze wzoru na roznice kwadratéw przeksztatcamy wyrazenie pod

znakiem granicy, a nastepnie wykonujemy przejscie graniczne:
3
n
lim vni+nd—n= lim =
n—os = (Vntand4n?) - (Ynt4nd4n)
. 1 1 1
= lim = =-.

= (J1e 1) (Y dan)  (VIF0+1) (VIF0+1) 4
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Twierdzenie o trzech ciggach.
A teraz kolejne twierdzenie umozliwiajace sprawne obliczanie granic ciggow.
Na poczatek spojrzmy na takie zadanie:
Przyktad 4: Obliczy¢ granice

lim

1 1 1 1
+ + o —— .
”*OO<\/n2—|—1 Vn24+2 /n2+3 \/n2+n)

W pierwszym odruchu niejeden poczatkujacy granicoobliczeniowiec pomysli tak: Wy-
raz ciggu jest sumg, ktorej kazdy sktadnik dazy do zera, a ze granica sumy jest suma
granic, to w granicy otrzymamy sume zer, czyli zero. Niestety takie rozumowanie jest
btedne i prowadzi do btednych wynikow.

Mamy bowiem uproszczong sytuacje:

11 1 1 11
l=—4=+=+=+..+=+—,
n n n n n n

n razy
w ktorej lewa strona jest jedynka, a prawa strona jest suma sktadnikéw dazacych do zera
przy n— oo. Wida¢ tu ewidentnie, ze granica sumy sktadnikéw dazacych do zera moze
by¢ rézna od zera, jesli liczba sktadnikéw ro$nie nieograniczenie.

Granica sumy, i owszem, jest sumg granic, ale aby tak twierdzi¢, musimy mie¢ ustalona
liczbe sktadnikéw.

Wyrazenia pod znakiem granicy nie uda nam sie sensownie przeksztatci¢ — pier-
wiastki do$¢ przypadkowych liczb w mianownikach skutecznie odbieraja nam nadzieje
na uzyteczne przeksztatcenie tej sumy. Bedac niewolnikami doktadnego przeksztatcania
wyrazen, nie ruszymy z miejsca. Tymczasem nasz cel jest skromniejszy niz kurczowe trzy-
manie sie doktadnej wartosci wyrazéw ciggu: chcemy zrozumie¢ jaka jest w przyblizeniu
wielkos¢ wyrazow ciggu o duzych indeksach.

W tym celu dokonajmy szacowania danej sumy od géry i od dotu przez mozliwie proste
wyrazenia. Szacowanie nie musi by¢ super doktadne, byleby nie byto przerazliwie grube.
Oszacujemy sume przez liczbe jej sktadnikéw pomnozong przez sktadnik najmniejszy'®
i najwiekszy'®. Suma ma n sktadnikéw, z ktérych pierwszy jest najwiekszy, a ostatni
najmniejszy. Wobec tego

1 n < 1 n 1 n 1 - 1 < n_ 1
vn2+n h Vn2+1l Vn?2+2 Vn2+3 T Vn2+n = vn2+1 '

Poniewaz dla duzych n oba oszacowania (dolne i gérne) sa liczbami bliskimi 1, wiec
rozwazana suma jest takze bliska 1. To sugeruje, ze dana w zadaniu granica istnieje i jest
rowna 1.

15Dla oszacowania od dotu.
16Dla oszacowania od géry.
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Tak jest w istocie, gdyz w powyzszym rozumowaniu wykorzystaliSmy nastepujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH!": Jezeli dane sg takie trzy ciagi (a,), (bn), (cn),
ze dla kazdej'® liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

b, <an,<cy,,

a ponadto ciagi (b,) i (c,) sa zbiezne do wspélnej granicy g, to ciag (a,) tez jest zbiezny
i jego granica jest g, czyli wspdlna granica ciagow (b,) i (cy)-

Skrétowo mozemy to zapisa¢ przy pomocy symboli jako:

(( N bn<an<cn> A lim b, = lim cn:g> = lima,=g.
neN n—00 n—00 n—00

Uzytek z twierdzenia o trzech ciggach robimy nastepujaco. Zatézmy, ze dany jest
cigg, w ktorym nie jesteSmy w stanie sensownie przeksztalci¢é wzoru na n-ty wyraz.
Jezeli potrafimy tak oszacowaé¢ wyrazy ciagu od gory i od dotu, aby oszacowania te miaty
wspoélng granice, to ta wspolna granica jest takze granica wyjsciowego ciggu. Oszacowania
te powinny mie¢ nastepujace 3 cechy:
e wyrazenia, ktorymi szacujemy wyrazy ciagu powinny by¢ na tyle proste, aby dato sie
w nich tatwo przejs¢ do granicy,
e szacowania nie powinny by¢ zbyt grube, bo wyrazenia szacujace powinny mie¢ wspolng
granice,
e przy spetnieniu powyzszych dwoch warunkéw, powinnismy stara¢ sie przeprowadzi¢
oszacowania w mozliwie najprostszy sposob.

Popatrzmy na kolejny przyktad:

Przyklad 5: Obliczy¢ granice
Vni+1l Vni+2 Vni+3 vni+n
it 1.
n3+1 n3+2 n3+3 n3+n

lim

Rozwigzanie:
Pod znakiem granicy wystepuje suma ztozona z n sktadnikéw'®. Tym razem nie bedziemy
mieli ambicji, aby okresli¢, ktory sktadnik jest najwickszy, a ktory najmniejszy. Nie jest
to oczywiste, gdyz w miare posuwania sie od poczatku do konca sumy, liczniki sktadnikow
rosng?’, ale rosng tez mianowniki?!.

"Twiedzenie to jest czasem zartobliwie nazywane twierdzeniem o policjantach, ze wzgledu na naste-
pujace sformutowanie: Jezeli ulicg idzie dwoch policjantow, a miedzy nimi student, i policjanci idg na
komisariat, to student tez idzie na komisariat.

18Proéciej i zgrabniej jest powiedzie¢ "dla kazdej”, ale poniewaz zbieznoéé i granica ciggu nie zaleza
od majstrowania przy skonczenie wielu wyrazach ciagu, mozna byloby napisaé¢ ”dla prawie kazdej”,
rozumiejac przez to, ze dopuszczamy skonczenie wiele n, dla ktorych te nieréwnosci nie sg spelnione.

9Na wykladzie podaje przyklady, w ktérych sumy majg n sktadnikéw. Chodzi o to, aby nie kom-
plikowa¢ tych przykladow i wyraznie pokazaé podstawowe zjawiska. Przyktady, w ktorych wyznaczenie
liczby wyrazéw jest istotna czescia zadania, pojawia sie na liScie zadan nr 9.

20Co przy dodatnich sktadnikach jest przyczynkiem do wzrostu sktadnikéw.

2LA to z kolei jest przyczynkiem do tego, aby skladniki malaly.
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W zupelno$ci wystarczy, ze oszacujemy sktadniki od gory i od dotu, korzystajac z po-
staci k-tego?? skladnika:

Vni+1 B Vni+k B vni4n

nd+n - nd+k o nd4+1
W powyzszych oszacowaniach oszacowaliémy niezaleznie od siebie mianowniki i liczniki.
Inne sensowne oszacowania to:

Vnt+0 vni+k Vnitn

< < -

n3+n n3+k n34+0
Wykorzystanie ostatnich oszacowan w potaczeniu z wyznaczona wczesniej liczbg sktad-
nikéw réwng n daje:
Vni+0 o vni+1l Vni+2 Vni+3 vni+n o vni+n
n+n  nd41 nd+2 n3+3 ot PENTEE L FE O
Poniewaz oszacowania dolne i gérne daza do 1 przy n — 0o, na mocy twierdzenia o trzech
ciagach dana w zadaniu granica istnieje i jest réwna 1.

n .

W powyzszych dwoch przyktadach szacowania sum mialty mozliwie prosta postac:
liczba sktadnikéw razy wspolne oszacowanie sktadnikow. Taka strategia szacowania wy-
starczy do rozwiazania zadan z listy 9.

Zajmijmy sie teraz przyktadami, w ktorych takie podejscie jest niewystarczajace.

Przykltad 6: Obliczy¢ granice
: n+1 n n+2 n n+3 T 2n
im bt —
=\ Wni+1  Vnt42  Vnt43 vnt+n

Najpierw zobaczmy, do czego doprowadzi szacowanie sktadnikéw przez wspolng wiel-
kos¢:

n+1 < n+1 n n+2 n n+3 - 2n < 2n 9
< oot ——— n———2.
vni+n VA4l VnA42  Vnd+3 vnitn vni+1

Tym razem oszacowania dolne i gérne dazg do réznych granic. Zatem rozwazany w za-
daniu cigg?® moze byé zbiezny do jakiejkolwiek liczby pomiedzy?* 1 i 2, ale moze by¢ tez

7T (=1
rozbiezny, jak np. ciag <+( )

l—n-

majacy na przemian wyrazy 1,21 1,6.
5 5 neN

Skad wziat sie problem? Czyzby$my zrobili jakie$ oszacowania za grubo? Przyjeta
strategia, aby wrzuci¢ wszystkie sktadniki sumy do jednego worka i szacowa¢ wspoélnie,
nie mialta szansy powodzenia. A to dlatego, ze iloraz ostatniego sktadnika do pierwszego
dazy do 2 przy n — oo, czyli dla duzych n jest prawie rowny 2. Jedli do jednego worka

22Gdzie 1<k < n.
2Chodzi oczywidcie o ciag, ktérego n-ty wyraz jest réwny

n+1 n n+2 n n+3 . 2n
Vir+1l Vnf+r2 Vet+3 T Vntitn

24711 2 wlacznie.
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wrzucamy sktadniki, z ktorych najwiekszy jest prawie dwa razy wiekszy od najmniejsze-
go, to nie dziwmy si¢, ze oszacowania dolne i goérne réznig si¢ o czynnik 2.

Zauwazmy, ze za roznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki, podczas gdy
mianowniki sa z grubsza takie same. Wykonajmy wiec szacowania tylko na poziomie
mianownikéw?®, a nastepnie dodajmy liczniki, ktére tworzg postep arytmetyczny. Otrzy-
mujemy'

” " n+k " n+k " n+k 1 &
T B i < R < Sven e gt
Poniewaz .
S k="
k=1
otrzymujemy
3 1 n-(3n+1) o " n+k o 1 n-(3n+1) 3

2 Va2 SEVeeR w2 2

skad na mocy twierdzenia o trzech ciaggach dana w zadaniu granica jest réwna 3/2.

Powyzszy przyktad moze by¢ nieco demoralizujacy. Poczatkowa proba szacowania
data oszacowania dazace do 1 i 2. Naturalnym kompromisem jest 1,5 i taka granice
w koncu otrzymalismy. Kto$ moégtby pomysle¢, ze to cudowna droga do uogdlnienia
twierdzenia o trzech ciggach. To jednak wynika z prostoty przyktadu, a konkretnie z tego,
ze wyrazy tworza z grubsza postep arytmetyczny?S

Ot6z suma postepu arytmetycznego jest wtasnie takim kompromisem. Naiwnie moz-
na mysle¢, ze suma jest rowna pierwszemu sktadnikowi razy liczba sktadnikéw. A moze
ostatni sktadnik razy liczba sktadnikéw? Dla postepu arytmetycznego odpowiedzig jest
kompromis, a mianowicie jego suma jest srednig arytmetyczng tych dwoch naiwnie bted-
nie obliczonych sum.

Kolejny przyktad pokazuje, ze idealny kompromis nie zawsze jest wtasciwa odpowie-
dzig.

Przyktad 7: Obliczy¢ granice

I ! S U

im Y.
n—00 \/n6—|—1 Vnb+2  /nb+3 Vvnb+n
Rozwigzanie:

Wspdlne szacowanie skladnikéw prowadzi dO'
2

n-—— —1
m Zmﬁ— R

co moze sktania¢ do obstawienia 1/2 jako granicy.

O—n - ——

25Po to, aby po oszacowaniu wszystkie sktadniki mialy wspélny mianownik, dzieki czemu bedzie mozna
je dodac.
26Bo mianowniki sa zblizone, a postep arytmetyczny jest w licznikach.
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Tymczasem Wykonujegc szacowania mianownik(’)w otrzymujemy
1 n
—- S k2,
\/n6—|—n kz;l Z\/nﬁ—i—n Z\/nﬁ Z\/nﬁ Tl kz::l

co po uwzglednieniu

ZkQ n(n+1)(2n+1)
daje
1.1 n(n+1)(2n+1) <y < i'n(n+1)(2n+1)_>l.
3 V/nb+n 6 oVnS+k n3 6 3

Zatem szukana granica ma wartosé¢ 1/3.

Kolejny przyktad:
Przyktad 8: Obliczy¢ granice

lim ( L, 8 +...+”3>
n—oo\ Ymk+1  YnF+2 InF+3 InF+n
dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skoniczona.
Rozwigzanie:

Szacowania mianownikow prowadzz% do:

” i3
SR Zm Zm > = o

co po uwzglednieniu
ZZ B n+1)

daje
1 1 nQ(n—i—l " 1 n?(n+1)?

T p—— Z\/3nk+z nk3 4

Powyzsze oszacowania dolne i gérne daza do 1/4, o ile k/3=4, czyli k=12.

A na koniec takie oto zadanko:

Przyklad 9: Obliczy¢ granice ciagu:

1 2 3 4
lim + + + +...+
”—’00(\/71’“+n2+1 VnE+n2+2  VnF4n2+3  Vnk+n2+4 nk+(n+1)2)
dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byta liczba rzeczywista
dodatnig.
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Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupetnienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:

Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 2n+1 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

I t 2 .3 4 L 24l
1m .
n=oo\ /nE4n2+1  VnkF+n242  Vnk+n2+3  VnF4+n2+4 nk + (n+1)2

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczni-
ki, podczas gdy przy k>3 mianowniki majg zblizona wielko$¢. Liczniki tworza jednak
postep arytmetyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji
bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspolna wielko$é¢, nie zmieniajac licznikdéw, a na-
stepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikow od dotu) prowadzi do
1 2 3 4 2n+1

= + + + Fot
vnE4+n2+1  VnkF4n24+2  Vnk4+n24+3  VnkF4n2+4 n"?—i—(n—i—l)Q\

n

B 1424344+ +(2n+1) 142434+4+...+(2n+1)
- nk 0 a nk/? "

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
1 2 3 4 2n+1

+ + + Fot
vnE4+n2+1  VnkF4+n24+2  Vnk4+n24+3  VnkF4n2+4 n"?—i—(n—i—l)Q/

n

J 1424344+ +(2n+1)
nk+(n+1)>2

n -

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
14+2434+4+...+(2n+1)=2n+1)-(n+1).

Wobec tego
(2n+1)-(n+1)
Cn = 2 — 2
przy n— o0, o ile k=4. Podobnie
2n+1)- 1 2n+1)- 1
an:(n+)(n+)_ (2n+1)-(n+1) .5

n*+(n+1)? n’“/2~\/1+(1+n*1)2‘”27k

przy n— o0, o ile k=4.
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <,

a ponadto
lim ¢, =2
n—oo
oraz
lim a, =2,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =2.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k=4 warto$¢ 2.
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Wtlasnosci ciggow.

Ponizej zebranie podstawowych wlasnosci ciagéw i twierdzen z nimi zwiazanych.

* * ok ok * ok ok ok ok * % X *
* * ok X

Ciag (a,) jest rosnacy (inne okreslenie: $cisle rosnacy), jezeli

Vo an, <api lub réwnowaznie YV G, <a,.
neN m,neN
m<n
* x % % Xk ok ok ok X ok ok *
*

Ciag (ay) jest malejacy (inne okreslenie: $ciSle malejacy), jezeli

YV Qp>Gpin lub réwnowaznie Y Q> a,.
neN m,neN
m<n
* * %k * %k ok % x ok ok *
*

Ciag (a,) jest niemalejacy (inne okreslenie: stabo rosnacy), jezeli

V  ap < apg lub réwnowaznie V Gy <a,.
neN m,neN
m<n
* S X%k k% I *
*

Ciag (ay) jest nierosnacy (inne okreslenie: stabo malejacy), jezeli

Y p > api lub réwnowaznie YV Gy Q.
neN m,neN
m<n
* * % % x ok ok kX x % % *

* * ok ok * ok ok ok % * ok Xk *
X

Ciag jest monotoniczny (inne okreslenie: stabo monotoniczny), jezeli jest niema-
lejacy lub nierosnacy.

* % ok ok T S S S 3 * ok Xk *
Xx

Ciag jest ScisSle monotoniczny, jezeli jest rosnacy lub malejacy.
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Ciag (ay) jest ograniczony z gory, jezeli

3 V a, <M.
MeR neN
* * ok ok x ok ok ok ok ok ok *

*

Ciag (a,) jest ograniczony z dotu, jezeli

3 VvV a,=>2M.
MeR neN
* ko ko ko ok ok ok %k * ok %k *

*

Ciag (a,) jest ograniczony, jezeli jest jednoczesnie ograniczony z géry i z dotu, lub
roOwnowaznie

3V an|<M
MeR neN
* * ok ok * * * * *

Ciag (a,) jest zbiezny, jezeli
3V 3V |a,—ygl<e.

geR e>0 N n>N
* S X%k k% S *
*
Ciag (a,) spelnia warunek Cauchy’ego (inaczej: jest ciagiem Cauchy’ego), jezeli

V 3V am—an|<e.
e>0 N mn>N

* * ok ok * ok ok ko ok * ok X *

Ciag (ay) jest rozbiezny do +oo, jezeli

YV 3V a,>M.
MeR N nz2N
k k * k k k * k k * * * k

*

Ciag (ay) jest rozbiezny do —oo, jezeli
3V a, <M.

MeR N nz2N

x k0 ok ok S SR S S X ok Xk *
*

Podciggiem ciggu (a,), .y nazywamy kazdy ciag postaci (an, ),cpy, gdzie (ni),cy jest
rosngcym ciggiem o wyrazach catkowitych dodatnich.
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Podstawowe twierdzenia.

A oto najwazniejsze twierdzenia dotyczace ciagow.

* * ok Xk T S S S * ok Xk *
* *

Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

* * ok ok * ok ok ok ok * ox X *
*

Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

x S SR *  x k ok X x ok Xk *
*

Ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek Cauchy’ego.

* * ok ok * ok ok ok % * ok Xk *
*

Ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego podciag jest zbiezny.
WnI0sEK: Ciag zawierajacy podciag rozbiezny jest rozbiezny.

* * ok ok * ok ok ok ok * ox X *
*

Ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego podciag jest zbiezny
do tej samej granicy.
WnI0sEK: Ciag majacy podciagi zbiezne do réznych granic jest rozbiezny.

* * ok ok * ok ok ok ok * ox X *
*

Jezeli ciagg mozna podzieli¢ na skonczenie wiele podciggdéw zbieznych do tej
samej granicy, to jest on zbiezny do tejze granicy.

* * ok ok * ok ok ko ok * ok X *

Twierdzenie Bolzana-Weierstrassa:
Z kazdego ciggu ograniczonego mozna wybraé¢ podciag zbiezny.
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Liczba e.

Na poczatek rozwiazemy dwa zadania dotyczgce monotonicznodci ciggéw. Ale zanim
do nich przystapimy, przypomnijmy nieré6wnos$¢ miedzy sSrednimi geometryczng
i arytmetyczna:

Dla kazdych liczb rzeczywistych dodatnich x1, zs, 23, ... ,o, zachodzi nieréwno$é¢*?
n T1+To+T3+...+Tp
\/$1.T2.CE3...ZL‘H< .
n

Inna wersja tej samej nieréwnosci:

r1+xr9+x3+...+T)H n
) (7

T1ToT3... Ty < <
n
Nier6wnosé (7) mozna wystowié nastepujaco:
(*) Iloczyn n liczb rzeczywistych dodatnich o ustalonej sumie jest najwiekszy,
gdy liczby te sg réwne.
Istotnie, po obu stronach nieréwnosci (7) wystepuje tyle samo czynnikéw? (a miano-
wicie n), o takiej samej sumie réwnej z1 + o+ T3+ ... +T,.

Przyktad 10: Udowodnié, ze ciag (a,) okreslony wzorem

1 n
(p = (1+>
n

jest rosnacy, czyli dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé
1\" 1 n+1
(1 + ) < <1 + ) .
n n—+1

Dang w tresci zadania nier6wnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
nn (n+1)n+17’

Rozwigzanie:

czyli®
(n+1)>"*t<n (n42)"+t. (8)

Mnozac nieréwnosé (8) stronami przez n otrzymujemy nieréwnosé rownowazna
n-(n+1)*" <"t (n42)"

ktora mozemy zapisa¢ jako

<n2+n) : (n2—|—2n+ 1)n < (n2+2n>n+1 : (9)

2T A przy tym réwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby x1, x2, 3, ... , 2, 53 ré6wne.

28Po prawej stronie wystepuje n réwnych czynnikéw.

Do nieré6wnosci (8) kazdy powinien dojéé bez problemu. I tu zaczynaja sie schody, bo nie od razu
widaé, co robié¢ dalej. Jedli mamy skorzystaé z nieréwnosci miedzy $rednimi w wersji (*), to po stro-
nie nieréwnosci, ktéra ma byé¢ wigksza, powinnismy uzyskac¢ iloczyn réwnych czynnikéw, czyli potege.
To oznacza, ze prawa strone nieréwnosci (8) trzeba uzupeié dodatkowym czynnikiem n.
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Poniewaz po kazdej ze stron nieréwnosci (9) wystepuje iloczyn n+ 1 czynnikéw o takiej
samej sumie réwnej n®+3n?+2n, wiekszg warto$¢ ma ten iloczyn, ktorego czynniki sg
rowne.

Przyktad 11: Udowodnié, ze ciag (b,) okreslony wzorem

1 n+1
bu=(1+-)
n

jest malejacy, czyli dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
1 n+1 1 n+2
(1 + ) > (1 + > .
n n+1

Dang w tresci zadania nier6wnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
(n+1)"t  (n+42)"+?
nntl > (TL+ 1)n+2 ?

Rozwigzanie:

czyli®?
(n+1)2"+3 > prtl. (4 2)"2 (10)

Mnozac nieréwnosé (10) stronami przez n+ 1 otrzymujemy nier6wno$é rownowazna
(n+1)>"M > (n+1)-2" (n+2)"2,

ktora mozemy zapisa¢ jako
n+2 n+1
(n2+2n—|—1) > (n2+3n+2)-(n2+2n) . (11)
Poniewaz po kazdej ze stron nieréwnosci (11) wystepuje iloczyn n+2 czynnikéw o takiej
samej sumie réwnej n®+4n?+5n+ 2, wieksza warto$é ma ten iloczyn, ktérego czynniki
sg rowne.

Podsumujmy, co uzyskaliémy. RozwazaliSmy dwa ciagi okreslone wzorami

1\" 1 n+1
= (14) < (11 o,
n n

z ktorych (a,) okazal sie rosnacy, a (b,) malejacy.
Ciagi te sa ograniczone, gdyz ciag (a,) jest ograniczony z gory®' przez by =4, a
ciag (b,) jest ograniczony z dotu przez a; =2.

30Zastosowanie nieréwnosci miedzy $rednimi w wersji (*) bezposérednio do nieréwnoéci (10) nie da
spodziewanych rezultatéw, gdyz suma czynnikéw po lewej stronie okazuje sie by¢ mniejsza niz po stronie
prawej. Bardziej subtelne oszacowanie dostaniemy dla czynnikéw bedacych wyrazeniami kwadratowymi
od n, a w tym celu trzeba czynniki liniowe pogrupowaé¢ po dwa. To wymaga parzystego wyktadnika
po lewej stronie i dlatego domnazamy nieréwno$¢ (10) przez n+ 1.

31Bo a1 < ay, < by, < by.
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Jako ciagi monotoniczne i ograniczone ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne. Niech wiec

lim a,, = lim <1+ ) =e,
n—o0 n—o0 n

oraz
n+1
lim b,, = lim <1+> =eyp.
n—00 n—00 n
Woéwezas
. bn €y
lim —=—,
n—oo an ea
ale takze

lim b—”: lim <1+1> =1.
n

n—oo a/TL n—oo

Stad wniosek, ze e, = ey, czyli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne do tej samej granicy, ktora
oznaczamy przez e.
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Ciagi — troche teorii i dowodow.
A teraz uzupelnienie wiedzy teoretycznej o ciggach liczbowych.
Przykladowy dowdéd: granica sumy jest sumg granic.

Udowodnimy, ze jezeli ciag (a,) jest zbiezny do granicy g, a ciag (b,) jest zbiezny
do granicy h, to ciag (a, +b,) jest zbiezny do g+ h.

Zaktadamy:

v,
e>0

-
N
-
e>0 N

Chcemy udowodnic:

e>0 ]%lf ngN |(an+bn)_(g+h)| <€

Pierwsza naiwna proba dowodu polega na bezmy$lnym manipulowaniu nieréwnoscia-
mi wyjetymi z kontekstu kwantyfikatorow, w ktorym sg one osadzone.
A konkretnie: z nieréwnosci
la, — gl <e

oraz

|b, —h|<e
chcemy uzyskaé oszacowanie wielkosci

Mozemy przy tym korzystaé z nieréwnosci tréjkata: |z +y| < |z|+|y|. Najlepsze oszaco-
wanie, jakie udaje sie wykonac, to

|(an+bn)— (g+h)| =(an—g)+ (by—h)| <|a, —g|+ b, —h| <e+e=2¢.
Widzimy, ze wielko$¢ te udato nam sie oszacowaé przez 2¢ zamiast wymaganego w defi-
nicji €. Z tego mozna si¢ probowaé¢ wyttumaczy¢, twierdzac, ze 2¢ moze by¢ uczynione
dowolnie matym. To moze da¢ ztudzenie przeprowadzonego dowodu. Ale zignorowa-

nie kwantyfikatorow i wykonanie manipulacji na nieréwnosciach wyrwanych z kontekstu
nie moze doprowadzi¢ do rozumowania, ktére datoby sie uznaé za dowdd.

Podstawowy problem polega na tym, ze w rozwaznych trzech definicjach wystepuja
zmienne zwiazane nazywane tymi samymi literkami (e, N, n), co mocno utrudnia przesle-
dzenie zaleznosci miedzy nimi. Dlatego dopiszmy do tych literek znaczki, ktére formalnie
niczego nie wnosza, ale przypominaja nam co pochodzi z ktérej definicji i od czego zalezy:
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v |an — g] < e
£1>0 Ni(e1) n>N1(51)

by,) — h)| <
z—:io ]% nZVN [(an +bp) —(g+h)| <e

Na przyktad Nj(e1) oznacza N dobrane w pierwszej definicji do &;.

Tak wiec zaktadajac

\4
€1>0 Ni(e1) n>Ny
vV 3 V  |bh—h|<e
£2>0 Ny(eg) n>Ny
chcemy udowodnic

EZ/O ]%If ngN |(a”+bn)_(g‘|‘h)| <eg

W tym momencie szacowanie wielkosci

przybiera postaé

[(an+bn) = (g+h)|=|(an—g)+ (bn—h)| <|an—g|+ by —h| <e1+es.

Wymaga ono uzycia nieréwnosci
|an -9 | <éep

oraz
‘bn — h‘ <é&g,

ktére sa spelnione odpowiednio dla n > Nj(g1) oraz n > Ny (g3). Aby uzyskaé

|(an+b,)—(g+h)| <e

na podstawie
‘(an‘i‘bn) - (g‘i‘h)‘ <e1+ée2

wystarczy przyjaé ey =e9=¢/2.
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Teraz mozemy pozbieraé¢ te uwagi i zredagowa¢ dowod tego, ze

5\2/0 ]%If ngN |(a’”+bn)_(g‘|‘h)| <€

Mamy dowies¢:

J VYV co$ tam
e>0 N n>=N

Czyli schemat dowodu jest taki: dostajemy od kogos . Do tego epsilona mamy dobraé
takie N, aby dalej byto dobrze, czyli aby dla kazdego n > N zachodzito co$ tam. Tym
co$ tam jest nieréwnosé

|(an+b,) —(g+h)| <e,

ktora wymaga
|an - g| <éer

oraz
‘bn — h‘ < &g,

a to z kolei wymaga n > Nj(g1) oraz n> Ny(ea) przy €1 =3 =¢/2.

No to lecimy z dowodem wyczyszczonym z niepotrzebnych elementéw:

Niech ¢ bedzie dowolna liczba rzeczywista dodatnia. Dobieramy

e (55 55)

Wowczas dla kazdego n > N mamy

€ €
n>=> N, <2> oraz n > Ny <2> ,
skad otrzymujemy odpowiednio
€

|an_g| < 5
oraz )

b,—h|<=.

bu—hl < 5
Stad

@0+ 0) = (g4 1) =[(an = )+ (b = )| < |an = g| + b —h| < 5+ 5 =

To konczy dowdd twierdzenia o sumie granic.
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Przykladowy dowdd: granica iloczynu jest iloczynem granic.

Udowodnimy, ze jezeli ciag (a,) jest zbiezny do granicy g, a ciag (b,) jest zbiezny
do granicy h, to ciag (a,b,) jest zbiezny do gh.

Zaktadajac

chcemy udowodni¢

¥ 3 lanbn) = (gh)| <e

W zasadzie chciatoby sie przepisa¢ poprzedni dowodd, ale nie wida¢ od razu jak osza-
cowad

[(anbn) —(gh)] .

Sztuczka, jaka stosujemy dla oszacowania réznicy iloczynu, to wprowadzenie z plusem
i z minusem ilocznynu zawierajacego po jednym czynniku z kazdego z odejmowanych
iloczynéw:

|a,b, — gh| = |anby, — anh+anh— gh| < |ayb, — anh|+|a,h— gh| =
= lan| b —h|+|h]-|an—g| = lan—g+gl| - [bn —h|+ [h]-|an —g] <
<(lan—gl+1gD) - [bn = bl +[h]-|an =gl < (A +|g]) -e2+[h]-e1 < (lg] +1) -2+ (|h]+ 1) -1,
o ile
la, —g| <1, la, —g| < &1 oraz |b, —h| <es.
Do tego potrzebujemy:
(lgl4+1)-ea+(|h|+1)-e1 <&,

co wymaga na przyktad

€
oraz -
(gl+1) =<3,
czyli
<&
P20+ 1)
oraz

£
g —
~2-(lgl+1)
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To prowadzi do nastepujacego dowodu:

Niech ¢ bedzie dowolna liczba rzeczywista dodatnia. Dobieramy

Wowczas dla kazdego n > N mamy
€ €
n>= Ni(1), n>2N | ———— ora n=>No| ———— |,
0 (zqem) o ()

skad otrzymujemy odpowiednio

la, —g| <1,
lan —g| < =
2-(|h|+1)
oraz .
b,—h|<————.
b= hl < T D
Stad

|a,b, — gh| = |anb, — aph+anh— gh| <|a,b, —anh|+ |ah— gh| =
=lan|-|bn = bl +[R]-an — g| = |an =g+ g| - [bn — h[ +|h] - |an — 9] <

£ 3
< (lan =gl +lgl)- 1o = bl + Al low =] < (4 1ol)- 5y +HAl 5y <
e g
<(gl+1) 77— +tUhl+1) 17— =¢
(lgl+1) 2-(|g|+1) (1h+1) 2-(|n[+1)

Warunek Cauchy’ego.

Przypomnijmy, ze ciag (a,) spelnia warunek Cauchy’ego (inaczej: jest ciagiem
Cauchy’ego), jezeli

V 3 VYV am—an|<e.
e>0 N mn=2N

Intuicyjnie: Warunek Cauchy’ego oznacza, ze dalekie wyrazy ciggu sa bliskie sobie.

Okazuje sie, ze spelnianie warunku Cauchy’ego jest rownowazne zbieznosci ciggu.
Udowodnimy to tylko w jedna strone, a mianowicie wykazemy, ze ze zbieznosci cig-
gu (ay):

an—g| <&
e1>0 N1<€1) n}Nl(El)

wynika spelnianie przez niego warunku Cauchy’ego:

V 3 VYV ap—ayl<e
e>0 N mmn>N
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Dowdd wyglada nastepujaco:

Niech € bedzie dowolng liczbg rzeczywista dodatnig. Dobieramy

v-s(5)

Wowczas dla kazdych m,n > N mamy

m = N, (;) oraz n>= N; <;> ,

skad otrzymujemy

lam — g] < =
A, — =
IN=35
oraz
lan—g| <=
n—4g 9"
Stad

€ 9
am —anl =@ = 9)+ (97— @) < |am — gl +|an—gl < 5 +5 ==

Naturalne wydaje sie pytanie: Skoro warunek Cauchy’ego i zbiezno$¢ oznaczaja to sa-
mo, to po co uzywaé¢ dwoch réznych pojec dla okreslenia tej samej whasnosci?

Oto6z ludzie nogdlniajg zbieznosé ciggdéw na bardziej abstrakcyjne obiekty, zwane prze-
strzeniami metrycznymi. W kazdej przestrzeni metrycznej ciag zbiezny spetnia warunek
Cauchy’ego, czego dowdd praktycznie jest powyzej®?. Natomiast w drugg strone to juz nie
zawsze tak jest. Co wiecej, to ze w jakiejs przestrzeni metrycznej kazdy ciag Cauchy’ego
jest zbiezny, jest na tyle interesujace, ze doczekalto sie specjalnej nazwy: przestrzen me-
tryczna, w ktorej tak jest, nazywa si¢ przestrzenia zupeina.

Bardzo tatwo wyobrazi¢ sobie przestrzen, ktora nie jest zupehla: liczby wymierne.
W $wiecie liczb wymiernych ciag kolejnych przyblizen dziesietnych®? liczby v/2:
10" V2 +]
10m
spetnia warunek Cauchy’ego, ale do zadnej liczby wymiernej zbiezny nie jest.

Ay =

Twierdzenie Bolzana-Weierstrassa.

Trzeba znaé idee dowodu tego twierdzenia. Najlepiej obejrzeé (jesli ktos tego wezesniej
nie zrobit) w internecie3! wyktad doc. Gérniaka z PWr:
Odcinek 21: Podciag ciagu. Lemat Bolzano-Weierstrassa.

32]dea ogélnego dowodu jest niezmienna niezaleznie od komplikacji samej przestrzeni: jedli wyrazy
ciagu sa bliskie granicy, to sg bliskie siebie.

1
33Zapis [x] oznacza czesé catkowita liczby z, a wiec {x—!— 2} jest zaokragleniem liczby x do najblizszej

liczby catowitej, gdzie potowki zaokraglamy w gore.
3Link do wyktadéw doc. Gérniaka: https://oze.pwr.edu.pl/kursy/analiza/analiza.html
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