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875. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
i (=)™ (2n—1)-(2n+1)
= (Bn—1)-3n+2)-(3n+5)

Rozwigzanie:

Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

RN [ VU RTINS Gl B G A .
= (3n—1)-(3n+2)-(3n+5) nﬂoo(3_;)_(3+%).(3+%) 333

3° Ciag wartodci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
(2n—1)-(2n+1) - (2n+1)-(2n+3)
(3n—1)-(3n+2)-(3n+5) " (3n+2)-(3n+5)-(3n+8)’
co kolejno jest rownowazne nieréwnosciom
2n—1_ 2n+3
3n—1" 3n+8’
(2n—1)-(3n+8) > (2n+3)-(3n—1),
6n*+13n—8>6n°+7n—3,

6n =5,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
876. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
= (=D)"en
nz::l n?+2
Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych, ktore wymaga spelnienia nastepujacych trzech
warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
Spelnienie tego warunku jest oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
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Sprawdzamy to nastepujaco:

n % 0
= — =
n?+2 1+% 140

3° Cigg wartodci bezwzglednych wyrazéw jest nierosngcy.
W celu udowodnienia tego warunku udowodnimy nieréwnos¢

n n—+1

=
n2+2" (n+1)2+2’
ktora jest rownowazna kolejnym nierownosciom:

n-(n?+2n+3) > (n+1)- (n?+2)
i+ 2n2+3n>n+n? +2n+2,

n*+n>2,
co jest spetnione dla kazdego n > 1.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

877. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu

E (=)™ n-(n+1)-(n+2)
= (Bn+1)-(3n+4)- (3n+7)-(3n+10)

Rozwigzanie:

Aby udowodni¢ zbieznos$¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych.

W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos$é trzech zatozen tego kryterium
1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera
Sprawdzamy to nastepujaco:

- n-(n+1)-(n+2) _
n=0o (3n+1)-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10)
i 1 (14+4)-(1+2)- L 1:1-1:0

PG () G e 8T

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢
n-(n+1)-(n+2) - (n+1)-(n+2)-(n+3)
(3n+1)-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10) = (3n+4)-(3n+7)-(3n+10)-(3n+13)’

co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom

n S n+3
3n+1” 3n+13’
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n-(3n+13)> (n+3)-(3n+1),
3n’+13n>3n*+10n+3,

w

nz3J,
n=1,

skad wynika, ze dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.
878. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
= (-1 VA
,; n+100
Rozwigzanie:
Sprobujemy udowodnié zbieznos¢é danego szeregu korzystajac z kryterium Leibniza o sze-
regach naprzemiennych.
Aby to udowodnié¢, musimy zweryfikowa¢ prawdziwosé trzech zatozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

1

Tn 0

lim = lim Y= =0.
n—com 4100 n—o 1—|——120 140

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazac, ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

vn - vn+1 )
n+100~ n+101"

co kolejno jest rownowazne nieréwnos$ciom
Vi (n+101) > vn+1-(n+100),
n-(n+101)*> (n+1)-(n+100)?,
n-(n+202n+10201) > (n+1)- (n”+200n+10000) ,
n®+202n%+10201n > n® 4+ 201n2 + 102000 + 10000
n?+n > 10000,
n-(n-+1)>100-100,

skad wynika, ze nieréwnosé¢ (x) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 100.

o0 _1 n.,
Zatem szereg =0vn
net10o n+100

przemiennych, wobec czego jest zbiezny.

spetnia warunki kryterium Leibniza o szeregach na-
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Poniewaz zbiezno$é¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominigcia skonczenie wielu

wyrazow, takze szereg > (=)

ost Zbiezny.
2100 jest zbiezny.

879. Udowodni¢ zbieznosé¢ szeregu

S ((—1" (VaTi-va) .

n=1
Rozwigzanie:

Aby udowodni¢ zbieznos$¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych, ktore wymaga speklienia nastepujacych trzech
warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.

Warunki te staja si¢ oczywiste po zapisaniu wartosci bezwzglednych wyrazéw szeregu
w innej postaci:

1
Vn+l—y/n= NCEs v

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

880. Wiedzac, ze
00 1)n+1

Z

=In2,

obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmonicznego, w ktorej na przemian wystepuje 100
wyrazow dodatnich i jeden ujemny:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
173 "9 3 01 Tas T T390 2t a0t Tas T TEe0 6
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
01 603709 s T80 T3t 990 10 T 1001 T 1003 T

Rozwigzanie:

Poniewaz wyrazy szeregu daza do zera, jego zbieznosé (i sume) mozna zbadaé rozwazajac
tylko co 101-sza sume cze$ciowaq. Otrzymujmy

100n 1 _1)14—1 100n 1
SlOln Z - E Z 72 .
- =1 i=n+1 40— 1
. L& (—1)’“rl L .
Skoro wiemy, ze »  ~————— =In2, definicja zbieznosci szeregu daje
n=1

-1 i+1
( ) =1In2.

JE{}OZ
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Ponadto oznaczajac f(z)=1/(2z) otrzymujemy
1000 1 1 100n 1 1 100n i 1/9 100
lim S - :hm~Z:hm-wal /):/ﬂ@mz

noo S 2i—1 nesen (A (2i-1)/n nmon S0, n 1

100
B In100 Inl B In100

2 2 2

100

:/mzmm 1010

2x 2

1 z=1

Ostatecznie

2n (_1)1'-1-1 100n 1

lim Sip1, = lim (Z + > 21) =1n2+1n10=1n20.
n—oo n—oo 7/_

i=1 ? i=n+1

Odpowiedz: Suma danego szeregu jest rowna In20 ~ 2,9957.

881. Rozstrzygnac zbieznosé szeregu
i a . (2:>n "’
n=1 (nl)n
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie
udzieli¢ odpowiedzi.
Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium Cauchy’ego do danego w zadaniu szeregu:

n2‘<2n)n‘ n2 n(2n> n
Tila " n _CL n n _

(nhn n! "

Nastepnie stosujemy kryterium d’Alemberta do ciagu (b,,):

an_a”+1.<2::12>.(n+1)”“ n! _a-(2n+1)-(2n+42)-(n+1) <n—|—1>"_
by (n+1)! an-(Q:)-nn_ (n+1)2-(n+1) n B
(2n+1)-2 \"
(n+1) n

przy n — oo.

Jezeli de-a <1, czyli a<1/4e, to na podstawie kryterium d’Alemberta zastosowanego
do ciagu (b,) wnioskujemy, ze

nll_)nélo b,=0<1,

wobec czego w oparciu o kryterium Cauchy’ego zastosowane do szeregu danego w tresci
zadania wnioskujemy, ze szereg ten jest zbiezny.

Jezeli za$ 4e-a> 1, czyli a > 1/4e, to lim b, =+00>1, skad wynika, Ze szereg jest
rozbiezny.

Odpowiedz:
1 1
Dany szereg jest zbiezny dla liczb dodatnich a < o a rozbiezny dla a > o
e e
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882. Wsrdd ponizszych szesciu szeregdw wskaz szereg zbiezny, a nastepnie udowodnij
jego zbieznos¢. Jes’li potraﬁsz, oblicz jego sume.

< (=1)"(n?+1) < (—=1)"(3n?+1) < (=1)"(2n—1)
D)2 e ® 2 Zm
Rozwigzanie:

Szeregiem zbieznym jest szereg (C).
Aby to udowodnié¢, skorzystamy z kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwo$¢ trzech zalozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.

Sprawdzamy to nastepujaco:
2 —1 24 0-0
lim n =lim2—22—— ——.

1
n

3° Cigg wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosngcy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
2n—1 2n+1

n(n+1) > (n+1)(n+2)’

czyli
2n—1 S 2n+1

n ~ n+2’
co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom
(2n—1)(n+2)
2n” +3n —

2n+1)n

n2+n

N~

a to jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych n.
Zatem na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych szereg (C) jest zbiez-

ny.

W celu obliczenia sumy szeregu (C) rozktadamy jego wyrazy na utamki proste:
2n—1_  2n—-1 A B
n2+n n(n+1) —E—i_r—i—l
2n—1=A(n+1)+ Bn

2n—1=An+ A+ Bn
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2=A+B, —1=A
A=-1, B=3.

Wykorzystujemy otrzymany rozktad do roztozenia szeregu na sume dwdéch szeregow
przypominajacych szereg anharmoniczny.

SRR IS EC TSRS S

oy n?+n n n+1 n

W drugim szeregu zmieniamy numeracje¢ podstawiajac k=n+1

U S A (S0 ) s

W ostatniej rownosci skorzystahsmy ze znajomosci sumy szeregu anharmonicznego:

n=1 n=1

= (-1
~— =1In2.
ngl n "

Odpowiedz: Suma szeregu (C) jest réwna 4In2 —3.

W kazdym z czterech kolejnych zadan udziel siedmiu niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny, a przy tym szereg spetniajacy podany warunek
istnieje)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi byé¢ rozbiezny, a przy tym szereg spetiajacy podany
warunek istnieje)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)
X - nie istnieje szereg spetiajacy podany warunek

Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu Y ay, jezeli wiadomo, ze jego wyrazy

=1

sg rozne od zera, a ponadto cigg jego wyrazow (a:) spetnia podany warunek

883. JLHC}O a, =g, gdzie

a)g=—-3R b) g=—1R c)g=-1/3R
d) g=0N e) g=1/3 R f)¢g=1R g) g=3R
884. lim 2 — g edzie

n—oo an
a)g=—3R b) g=—1N c) g=-1/3Z
d) g=07 e)g=1/37Z f)g=1N g) g=3R

885. lim " = g, gdzie

a)g=-37Z b) g=—1N c)g=-1/3R
d) g=0R e)g=1/3R f) g=1N g) g=37Z
886. lim || =g, gdzie

a) g=-3X b) g=—1X ) g=—1/3X
d) g=0%Z e)g=1/3Z f)g=1N g) g=3R
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887. Podaj w postaci przedziatu lub uporzadkowanej sumy przedziatow zbior wszyst-
kich warto$ci rzeczywistych parametru p, dla ktoérych podany szereg liczbowy jest zbiez-

ny.
a) i <p2—3>n jest zbiezny & pe€ (—2, —\/§> U (\/5, 2)
n=1

00 2 n
p_

(7 jest zbiezny <& pe (—\/6, —2} U {2, \/6)

ot
~

b)

g
LS

7)” jest zbiezny <& pe€ <_3a _\/ﬂ U [ﬁ’ 3>

M8
=

)

n=1
> (p*—10)" .

d) R jest zbiezny <& pe€ [—\/ 11, —3} U [3, 2V, 11}
n=1

888. W kazdym z ponizszych 16 pytan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R, IN:

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

o) o

Wiadomo, ze szereg Y a, jest zbiezny, szereg Y b, jest rozbiezny, ciag (c,) jest
n=1 n=1

zbiezny, ciag (d,) jest rozbiezny. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci

a) ciagu (a,) Z b) szeregu i cn N
n=1

c) ciagu (b,) N d) szeregu ildn R

e) ciagu (a,+b,) N f) szeregu i (a,+b,) R
n=1

g) ciagu (¢, +d,) R h) szeregu i(cnden) R

i) ciagu (a,+c,) Z j) szeregu i (an+cp,) N
n=1

k) ciggu (a,+d,) R 1) szeregu i(anden) R

m) ciagu (b, +¢,) N n) szeregu i (by+cn,) N
n=1

o) ciagu (b,+d,) N p) szeregu i(bn—l—dn) N
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