Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

Kolokwium nr 5: czwartek 4.05.2023, godz. 8:15-9:45, material zad. 561 916
Zadania do oméwienia na é¢wiczeniach w pigtek 28.04.2023.
Zadania nalezy sprobowaé¢ rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!
Szeregi o wyrazach dowolnego znaku.

Poczatkowych 7 zadan jest przeznaczonych do samodzielnej analizy — maja poda-
ne rozwigzania i beda omawiane na ¢wiczeniach tylko na wyrazne zyczenie studentow
lub wtedy, gdy pozostate zadania zostang omowione przed zakonczeniem ¢wiczen.

875. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
Z "(2n—1)-(2n+1)
3n—1 -(3n+2)-(3n+5)

876. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu

877. Udowodni¢ zbieznosé szeregu

Z —1)"n-(n+1)-(n+2)
3n+1 )-(3n+4)-(3n+7)-(3n+10)

878. Udowodni¢ zbieznosé szeregu
Z "y
+ 100

n=1

879. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu

S (1) (VaET—vi))

n=1

880. Wiedzac, ze
)nJrl
=In2,

obliczy¢ sume permutacji szeregu anharmomcznego, w ktorej na przemian wystepuje 100
wyrazéw dodatnich i jeden ujemny:

LR SIS NS SO BNV SRS NS SRS SIS B SO TN
13 199 2 201 ' 203 309 4 401 403 599 6
601 " 603 799 8 801 ' 803 999 10 ' 1001 ' 1003

881. Rozstrzygnaé zbieznosé¢ szeregu
0o an2 . (Qn)n . nn2
Z n
= K
w zalezno$ci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie
udzieli¢ odpowiedzi.
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882. Wsrdd ponizszych szesciu szeregdw wskaz szereg zbiezny, a nastepnie udowodnij
jego zbieznos¢. Jes’li potraﬁsz oblicz jego sume.
"(n+1) > (—1)"(2n%+1) > "(2n—1)

Z 7n—|—10 (B) Z:: 3n2+n Z n2+n

n=1 n=1 =
< (—1)"(n2+1) < (~1)"(3n2+1) < (~1)"(2n—1)
E
)nz::l 202 +1 ( )n; Tin—1 nZ::l 2011n+2012

W kazdym z czterech kolejnych zadan udziel siedmiu niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny, a przy tym szereg speliajacy podany warunek
istnieje)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi byé¢ rozbiezny, a przy tym szereg spelniajacy podany
warunek istnieje)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)
X - nie istnieje szereg spetniajacy podany warunek
oo
Co mozna wywnioskowaé¢ o zbieznosci szeregu Zan, jezeli wiadomo, ze jego wyrazy
n=1
sa rozne od zera, a ponadto ciag jego wyrazow (a,) spelnia podany warunek

883. T}Lngoan =g, gdzie

a)g=-3 ......... b)g=—-1......... c)g=—-1/3 .........
d) g=0 ..... e)g=1/3 ..... f)g=1 ..... g)g=3 .....
885. lim =g, gdzie
n=00 @11
a)g=-3 ......... b)g=-1......... c)g=-1/3 .........
d) g=0 ..... e)g=1/3 ..... f)g=1 ..... g)g=3 .....
886. lim =g, gdzie
a)g=-3 ......... b)g=-1......... c)g=-1/3 .........
d) g=0 ..... e)g=1/3 ..... f)g=1 ..... g)g=3 .....
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887. Podaj w postaci przedziatu lub uporzadkowanej sumy przedziatow zbior wszyst-
kich warto$ci rzeczywistych parametru p, dla ktoérych podany szereg liczbowy jest zbiez-

ny.

oo
a) Y <p2—3>n jest zbiezny € PE ..

n=1
= (PP =5)" -

b) S jest ZDIeZNY S P E
oo 2_8 n

c) Z(pi)jest ZDIEZNY S P
n=1 n
> (p?—10)" . ..

d) Y 5 jestzbiezny & PpPE ...
n=1 n

888. W kazdym z ponizszych 16 pytan w miejscu kropek postaw jedna z liter Z, R, IN:

Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)

R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)

N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)

o0 o
Wiadomo, ze szereg Y _a, jest zbiezny, szereg Y b, jest rozbiezny, ciag (c,) jest
n=1 n=1
zbiezny, ciag (d,) jest rozbiezny. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci

a) ciagu (ap) «ovoiiiiiiii.n. b) szeregu icn ................
n=1
c) ciagu (by) oot d) szeregu idn ................
n=1
e) ciagu (an+by) ..o, f) szeregu i(an—i—bn) .............
n=1
g) clagu (c,+dy) «ooviiiii.. h) szeregu i(cn—i—dn) .............
n=1
i) ciagu (an+¢n) «vovvninin.n. j) szeregu i(%‘FCn) .............
n=1
k) ciggu (an+dp) oo 1) szeregu i(an—l—dn) .............
n=1
m) ciagu (b, +¢,) oovoiiiil n) szeregu i(bn—l—cn) .............
n=1
o) ciagu (b,+d,) ..ol p) szeregu i(bnqtdn) .............
n=1
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Czy istnieje ciag (a,) taki, ze (podaé przyktad lub dowiesé, ze nie istnieje) :

1 . , L — . -
889. a, > — dla nieskonczenie wielu n, V a, >0, szereg Zan jest zbiezny.
n ’I’LGN n=1

1 00
890. a,, = on dla nieskonczenie wielu n, 3 a,, =10 .
n n=1

1 oo
891. V a,2=—, a,=0.
neN ’ n 7;

892. V a,€%Z, a,=n dla n<100, szereg Zan jest zbiezny.
neN

n=1

893. a, =1 dla nieskonczenie wielu n, szereg Zan jest zbiezny.

n=1

894. Szereg Zan jest zbiezny, szeregi Zagn_l i ZCLQn sq rozbiezne.

n=1 n=1 n=1

895. Szereg Zan jest rozbiezny, szereg Z(QQn_l +ay,) jest zbiezny.

n=1 n=1

896. Szereg Y aj, jest rozbiezny, szereg > (azn—1+asn,) jest zbiezny, nhﬁrgO a,=0.

n=1 n=1

o0 o
897. Szereg Y a, jest rozbiezny, szereg Y (agn +agniq+asnyo+ ...+ agn+i_q) jest
n=1 n=0
zbiezny, nhrglo a,=0".

o0 e}

898. Szeregi Z(agn_l +ag,) ia;+ Z(a2n+a2n+1) sa zbiezne, ale majg rézne sumy.

n=1 n=1

899. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu

0o (2n> nl-a®
D

n=1
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie
udzieli¢ odpowiedzi.

nn
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900. Rozstrzygnaé zbieznos¢ szeregu
< (3n)!-a”

D

n=1
w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie
udzieli¢ odpowiedzi.

nl-n2n

Rozstrzygnac zbieznosé szeregodw

oo nn

oo n"
901. —_— 902. —_— 903.
nz::l <n+2)n nz::l (n+2>n+1 Z +2 n+2

904. Dowies¢, ze szereg
i (=)™ n-(n+1)
= (2n+1)-(2n+3)-(2n+5)
jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.

905. Dowies¢, ze szereg
$ 1)
n?+1010

n=1
jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.

Rozstrzygnac, ktore z nastepujacych szeregow sa bezwzglednie zbiezne, ktore warun-
kowo zbiezne, a ktoére rozbiezne. Wskaza¢ wsréod ponizszych przyktadéw dwa szeregi,

jeden zbiezny § ay, drugi rozbiezny § b,, o ilorazie wyrazéw a, /b, dazacym do 1.
n=1 n=1

oo (_1)n o0 ( 1>n+1 1) 210"
906. 907 908.
nZ::l vn nz_:l n2.3n nzjl 32"
00 (_1)n+1n3 o0 (_1)n+12n2 0 (_1)n2
909. —_— 910. —_— 911. —
DT 2 )
o~ =D, (=D o~ (=" -
912. 1 913. 914. vV 2— —-1)"
o e & 2 (V2=
1 1 1 1 1 1 1 1
915. 1 -14+1—-—=4+1—-—-— = et l————— e— =+ (K
tl=o—5+ 5733 +...+ P ? +... ( krazy)
916. 1 1+1 ! 1+1 L] 1+ +1 Lo 1+ (k )
A=l == — = — = T T T T o e 5 raz
274473 9 9 9 R R K2 Y
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Kryteria zbieznos$ci szeregow.

1. WARUNEK KONIECZNY ZBIEZNOSCI.

Jezeli szereg Zan jest zbiezny, to 71113010 a, =0.
n=1

Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy réznej od zera,

to szereg Y a, jest rozbiezny.
n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW.
Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wptyw na sume szeregu zbiezne-

go.

3. KRYTERIUM POROWNAWCZE.

o0 o0
Niech Zan i an bedg szeregami o wyrazach nieujemnych, przy czym dla kazdego
n=1 n=1
n € N zachodzi nieréwnoéé a,, < b,.

Jezeli Zan:oo, to an:oo.

n=1 n=1

o0 o
Jezeli an<oo, to Zan<oo.

n=1 n=1

4. KILKA WZORCOWYCH SZEREGOW.

Zq" jest zbiezny dla |g| < 1, rozbiezny dla pozostaltych q.

n=1
&S

1
Z — jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostatych a.
n(l

n=1

5. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

Qp+1
G,

lim

n—oo

=g<l1,

oo
to szereg Zan jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)
41

Qn

lim

n—oo

=g>1,

oo
to szereg Zan jest rozbiezny.

n=1
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6. KRYTERIUM CAUCHY EGO.
Jezeli istnieje granica
lim {/|a,|=9g<1,

n—oo

oo
to szereg Zan jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)

lim {/|an,|=9g>1,

n—oo

oo
to szereg Zan jest rozbiezny.
n=1

7. KRYTERIUM D’ALEMBERTA DLA CIAGOW.
Jezeli (ay,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

an+1
ap,

lim

n—oo

=g<1,

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewlasciwa +o0)

n+1

an

lim

n—oo

=g>1,

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

8. KRYTERIUM CAUCHY'EGO DLA CIAGOW.
Jezeli istnieje granica lim {/|a,|=¢ <1, to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
n—oo

Jezeli istnieje granica (moze by¢ niewtasciwa +00) lim Vlan|=g>1, to ciag (a,)
jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +o0.

9. ZBIEZNOSC BEZWZGLEDNA.
oo (0.)
Jezeli Y |an| < 0o, to szereg Y ay, jest zbiezny.

n=1 n=1

10. SZEREGI NAPRZEMIENNE.

Jezeli (ay,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg

Zan(_l)n—i-l
n=1

jest zbiezny?.

o0
'Réwnie dobrze mozna podaé tu szereg Zan(—l)”.

n=1
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