Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

773. Obliczy¢ catke
1

/ 23 da
0
poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu
catkownia na réwne czesci.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$¢ calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rowna¢ wyniki.
Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzér z wersji 4 przybiera postaé
1o [k i
lim (Zf()) ~ [ f(@)de.

Wobec tego!

Sprawdzenie:

774. Obliczy¢ catke
1
/ vV dx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$¢ calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rowna¢ wyniki.

Rozwigzanie:
Najpierw pokaze, w jaki sposéb mozna naiwnie probowac rozwiaza¢ to zadanie i dlaczgo
to sie nie udaje.

Dla funkcji ciaglej f:]0, 1] — R i ciagu podzialéw przedziatu na réwne czesci, intere-
sujacy nas wzor ogdlny przybiera postac

Lrlgo(;Zf(i)) =O/1f(:t)d:v-

Wobec tego
1 [ =
/\/de: lim (Z \/E) .
n 2, 1)2
Korzystamy po drodze ze wzoru Zk3 = %

k=1
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Trudnoscia, jaka napotykamy w tym momencie, jest brak wzoru, ktéry pozwolitby
wyrazi¢ sume

S VE=VI+V2+V3+VI+VE+ .. +Va—T+v/n

w prostej postaci pozwalajacej na przejscie graniczne.

No c6z, naiwnie sadziliSmy, ze najlatwiej bedzie wybra¢ mozliwie najprostszy ciag
podziatéw przedzialu catkowania, a mianowicie podziatly na réwne czeéci. Ale co nam
z tego, ze sam podzial jest tadny, skoro funkcja podcatkowa w punktach podziatu przyj-
muje wartodci wykluczajace zwiniecie otrzymanej sumy do prostej postaci.

Musimy wiec zmieni¢ nasze priorytety. Niewazne, czy przedzialiki podziatu sa rowne,
czy nie. Przede wszystkim wartosci funkcji podcatkowej w punktach podziatu musza
by¢ mozliwie najprostsze. Poniewaz w rozwazanym przyktadzie funkcja podcatkows jest
pierwiastek kwadratowy, punktami podziatu powinny by¢ liczby, ktorych pierwiastki
kwadratowe sg liczbami wymiernymi, a jeszcze lepiej, jesli nie bedg to byle jakie liczby
wymierne chaotycznie rozmieszczone, ale liczby wymierne tworzace w miar¢ regularny
ciag?, na przyklad ciag arytmetyczny.

To prowadzi do pomyshu, aby za punkty n-tego podziatu przyja¢ kwadraty liczb wy-
miernych tworzacych skoniczony ciag arytmetyczny. Oczywiscie taki, aby zerowy punkt
podziatu byt lewym, a n-ty prawym koncem przedziatu catkowania, czyli

kJQ

Tnk=—5 -
’I’L2

Zastosowanie ma wersja z ciggiem podziatow, gdzie n-ty podzial jest podziatem na n
niekoniecznie réwnych czesci, a y-ki sa w prawych koncach przedziatéw podziatu:

n

[ Heydo= i, 3 (00— ns) o)) (%)

W naszym wypadku

/{32
CLZO, b:17 f(x>:\/57 xn,k:ﬁ7

skad po podstawieniu powyzszych danych do wzoru (&) otrzymujemy

/\/_dx—,}LngoZ <<k2 (’:21)2)' f;) —,}LIQOZ <<2kn2 1) 7/2) _

i (5 @) (- (2S£ ) -
— lim (nlg'<n-(n+1)3~(2n+1) _n-(r;+1)>> — lim ((n+1):))-7£22n+1) _712-;21> :;

n—oo

2Tu mamy na myéli ciag skoficzony, ale stowo ”skoficzony” pomijamy, aby nie zaburzaé¢ plynnoéci
i tak juz rozbudowanego zdania.
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Sprawdzenie:

775. Obliczy¢ catke

1
O/de

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu
catkownia na réwne czesci.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownac¢ wyniki.

Rozwigzanie:
Dla funkcji okreslonej na przedziale [0, 1] wzér z wersji 4 przybiera postaé

gargo(l-if(i)) :Zf(x)dx.

n =1
Wobec tego®

L n 1/n\"™ _
1 1 2 1 1 2-1

! n—oo\n (o n—oo \ n, 21/n _ 1 n—oo \ n 21/n _ ]
1 2in . 1/n 1/n 1/n
BT S T /n - 1/n 3 1T .
—J&&(n 21/n_1>—7}Lf20<2 21/n_1>—,}51302 Jm o =i o=
1/n

R 21/n _ 1"

Jezeli istnieje granica (funkcji)
lim T ,
2027 — |
to istnieje rowniez granica (ciagu)
1/n
nh—>nolo 21/n —1

i sa one réwne. Korzystajac z reguty de I’'Hospitala otrzymujemy
. x ) 1 1
lim =lim -
=02 —1 2—02%.1n2 In2
i tyle wlasnie wynosi warto$é¢ szukanej calki.
Sprawdzenie:

1
2 1 1

T2 2 2’

z=0

1
217
0 n

3Korzystamy po drodze ze wzoru na sume postepu geometrycznego.

Lista 22R - 316 - Strony 314-324



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

776. Obliczy¢ granice
2n k,3

li _
nl—%lokzz:l 5I€4+7’L4

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:
m L3 1 2 (k /n)
3

S e (1),
T

dzi = .
gdzie f(@) = o

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpo-
wiadajace ciagowi podziatéw przedziatu catkowania na przedzialy rownej dtugosci daza
do catki oznaczonej:

2 1 2
7‘151"1"”;;1%) /f dm_/54+1 = 00/ =

B In81 —1In1 B 41n3 B In3

20 20 57

In (5z* + 1)
20

=0
gdzie po drodze skorzystaliSmy ze wzoru

g'(x)
dr=Inlg(x)|+C.
o(2) l9()]|
Otrzymujemy wiec
o g3 In3
LI

777. Obliczy¢ dhugosé krzywej

{(a: g-xf”/?)  x €0, 15]} :

2
Zgodnie ze wzorem na dtugosé krzywej bedacej wykresem funkeji f(x)= 3 -2*? na prze-

Rozwigzanie:

dziale [a, b] = [0, 15] otrzymujemy:

/b1+(f’ 2 dy = /\/1+ dx_/\/1+—xda:—(x+1)w

2
(64-1) =563 =42,

=0

W\l\')

Odpowiedz:
Dana w zadaniu krzywa ma dtugos¢ 42.

778. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g:[a, b] — R spelniaja nieréwnosé

f(z) <g(z)
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dla kazdego z € [a, b], to srodek ciezkosci figury
{(z,y): z€la, b] N flz)<y<g(z)}

XY
lezy w punkcie (P’ P)’ gdzie

b b b
X = [a-(9(x) - f(2)) de, Yzi- [(a@)*=(f@) dz,  P=[g(z)~f(z)dr.

Wyznaczyé $rodek ciezkodcei obszaru ograniczonego parabolg o réwnaniu y = 22 i prosta
o roOwnaniu y = x.

Rozwigzanie:
Poniewaz dane w zadaniu parabola i prosta przecinaja sie w punktach (0, 0) i (1, 1),
a przy tym z? < dla z € [0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b] =0, 1], f(z)= 2>
oraz g(x)=x. Otrzymujemy kolejno:
1

| 5 F R 11
Xz/x-(x—x)dx:/x —x dzz;—z =311
0 0 =0
1 1
1 3 5 1 1 5=-3 1
2y 6 10 6 10 30 15
| 2 A 11
O/x THTR T TaT

W rezultacie wspotrzedne $rodka ciezkosci danej figury to X/P=(1/12)/(1/6)=1/2 oraz
Y/P=(1/15)/(1/6) = (2/5).

Odpowiedz:

Srodek ciezkosci danej figury lezy w punkcie (1/2, 2/5).

779. Obliczy¢ pole powierzchni obrotowej (torusa) powstatej przez obrét okregu

o rownaniu
(z—2)2+y*=1

wokot osi OY'.
Pole powierzchni powstalej przez obrét krzywej {(x, f(z)): x € [a, b]}, gdzie 0<a<b
oraz f € C'([a, b]), wokot osi OY jest réwne
b

27r-/x- 1+ (f'(2)) da .

a

W rozwigzaniu moze sie tez przydaé¢ wzor x=arcsinz+C.

[

Vi
Rozwigzanie:

Przeksztatcanie réwnania obracanego okregu prowadzi kolejno do:

y2:1—(l’—2)2,
y=+\/1—(z—2)2.
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Przy tym z moze przebiegaé¢ przedzial [1, 3].
Okrag rozdziela sie wiec w naturalny sposoéb na dwa pédtokregi, o rownaniach

y=y1—(r—2)* oraz y:_m.

Poniewaz kazdy z tych potokregdéw tworzy przy obrocie powierzchnie obrotowa o takim
samym polu, mozemy wyliczy¢ pole powierzchni powstatej przez obrét jednego z nich,
a otrzymany wynik pomnozy¢ przez 2.

Aby skorzystaé¢ z podanego wzoru, przyjmujemy [a, b]=[1, 3] i f(z)=/1—(x—2)2.

Woébwezas
—(z-2)

fo= ey

Zatem szukane pole jest rowne

/ (z—2)2
2-27?-1/x~$1+1_(x_2)2dx.

Obliczamy je wykonujac podstawienie ¢t =z —2:

; (x—2)2 ; 2 ; 1
227 N+ ———de=4n- [ (t+2)-\| 1+ —=dt=47- | (1+2)- dt =
7r1/x +1—(x—2)2 x W/l(—i- ) t1 5 7T/1(+ ) —

1

1 1

=471 [ t-——dt+87- | ——dt.
_/1 Vi—£ _/1\/1—152

Poniewaz pierwsza catka w ostatniej sumie jest réwna 0 jako catka z funkcji nieparzyste;j

po przedziale symetrycznym wzgledem zera*, kontynuujemy obliczanie drugiej catki®:

1 1

1
87T._/1\/1Tt2

OdpowiedZ: Pole torusa jest réwne 8.

dt = & -arcsint

=8n- (arcsin1 —arcsin(—1)) =8 - (;T — _;) =877,

t=—1

Uwaga: Nieprzypadkowo pole torusa jest iloczynem dtugosci obracanego okregu przez
droge zakreslang przy obrocie przez srodek (czyli srodek ciezkosci) tego okregu (twier-
dzenie Pappusa-Guldina).

780. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(%, Y, Z): $2+y2—|—z2 <1 A x> 3} .

Interesujaca wspotrzedna $rodka ciezkodci jest liczbg wymierng o jednocyfrowym liczniku
1 mianowniku.

Rozwigzanie:

4Poniewaz jest to catka niewlasciwa, trzeba udowodnié jej zbiezno$é, najlepiej korzystajac z kryterium
poréwnawczego.
®Druga calka tez jest niewladciwa, ale tu akurat nie wplywa to na tok rachunkéw.
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Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrot obszaru

1
{(:c, Y): §<x<1 AN O<Sy< 1—1:2}

wokot osi OX. Jego srodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (zg, 0, 0), gdzie
/ 2
- / x-(\/l—xQ) dx
1/3
1
- / (\/1—1‘2>2 dz
/3

1

s =

Obliczamy:
1 2 ; z?2 2t '
_ 3 _ _
/m(@) dm—/x—x dx—?—z =
1/3 1/3 z=1/3
11 1+ I 162—81—-18+1 %_E
T2 4 18 324 324 © 324 81
oraz
1 1 311
—\2 5 Y B _1_1 i_81—27—27+1_§
/(\/1 x) dx—/l ridr=x 5 = 3+81_ a1 =37
skad
16/81 4
Tg=——"=—.
28/81 7

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odcinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy

4
w punkcie (7, 0, O).

W kazdym z kolejnych dwunastu zadan podaj w postaci uproszczonej wartosc
granicy ciagu.

781. lim

n—oo

1 1 |
—In3
om+1 2n—|—2 T T T anyr T +6n> "

782. i 1 ! +...+ L +.. —i—l In 3
. lim — =In
n—0o0 \ 1+ 2 n—|—4 n+6 n—+2k In
L ! +...+ L +... 4+ L In3
- - =In
n—oo \ n+4 n—|—8 n—{—12 n—+4k 81n

(5
(
ros. (1,
[
(5

n+1 n+2 k m
784. li iitr——+...+4———|=Inb
)y A Ry i R +50n?> "
n+1 n+2 k 5n
785. it ——+... =In3
AT, 2n2+(n+1)2 +2n2+(n+2)2+ +2n2—|—/{:2+ +27n2) "
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786. lim ( L 2 o4k L 3”) In 2
. lim ii———+. .. +—— | =In
n—oo \ 3p2 +1 3n2 +4 3n? 4+ k2 12n2

n
R Iy L

0
787. -
n2+1 n2+4+ n?+ k2 2n ) 4

n—>oo

Fot—

788 ( n n )_ T _1r~\/§
A1, 3n 3n2—|—4 3n2+k;2 in2) 6.4/3 T 18

n n

211
ﬂ'-\/§
789. 1 —_— .. — —
3n2+1 3712—1-4+ +3n2+k2+ +12n2> 3.4/3 ( 9 )

TL—’OO

790.

’ﬂ—’OO

e )— "
3n2+ n—i—l 32+ (n+2)2 7 3n2+k2 T 12n2) 6

791. lim - =1/21
n n n n n
792. 1 — i t+—1=1/2
"I—’IEO(n2+(n+1)2+(n—|—2)2+(n+3)2+ +(2n)2> /

803. Pomarancze o cienkiej skoérce pokrojono na plasterki réwnej grubosci. Ktore
plasterki maja wiecej skorki: te blizej rownika, czy te blizej biegunow?
Odpowiedz: Wszystkie plastry zawieraja tyle samo skorki.

804. Dane sa dwie sfery o réznych promieniach. Dysponujemy cyrklem o stalym roz-
warciu mniejszym od promienia mniejszej sfery. Na kazdej ze sfer rysujemy tym cyrklem
okrag. Na ktorej sferze narysowany okrag ogranicza wieksze pole?

Odpowiedz: Pole ograniczone okregiem nie zalezy od promienia sfery, a jedynie
od rozwarcia cyrkla uzytego do narysowania okregu. Takie samo jest pole kota narysowa-
nego na ptaszczyznie. Pole catej sfery jest réwne polu kota o promieniu rownym srednicy
sfery — na sferze rysujemy to tak: nézka cyrkla w jednym biegunie, otoéwek Slizga si¢
po drugim biegunie. Natomiast polsfera powstaje przez umieszczenie nézki na biegunie
i narysowanie réwnika — zastandw sie jaki jest wowczas rozstaw cyrkla i sprawdz, ze pole
sie zgadza.

805. Gdzie lezy srodek ciezkosci potsfery?
Odpowiedz: W polowie wysokosci.

806. Gdzie lezy srodek ciezkosci potkuli?
Odpowiedz: W 3/8 wysokosci.
807. Obliczy¢ granice (ciagu)

k
; (VI+V2+V3+Vai+Vh+. . +Vn—3+Vn—2+n—1+/n)
11m m
= (Y14 2+ 3+ VAt o+ + Yn—3+ Yn—2+Yn—1+ )
dla tak dobranych wzglednie pierwszych liczb naturalnych £ i m, aby granica ta byta
liczba rzeczywista dodatnig.
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Rozwigzanie:
Oczekujemy, ze suma wystepujaca w liczniku jest rzedu wielkoéci n®/2, gdyz mamy tam
n sktadnikéw, a wiekszo$é z nich jest rzedu n'/2.

Zauwazmy, ze

D S T gy
gdzie f(x)=+/x.

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciagta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciagowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedziatéw rownej dtugosci 1/n daza
do catki oznaczone;j:

hme() /f ) dx = /\/_dx—2x3/2

n—oo p
Z:

2
3"

=0

Analogicznie oczekujemy, ze suma wystepujagca w mianowniku jest rzedu wielko-
ci n*/3, gdyz mamy tam n sktadnikéw, a wiekszosé z nich jest rzedu n'/3.

Zauwazmy, ze

DN EED S EELSWICR
gdzie g(z) = ¥a.

Poniewaz funkcja ¢ jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-
dajace ciggowi podziatéw przedziatu [0, 1] na n przedzialéw réwnej dlugosei 1/n daza
do catki oznaczonej:

. 1 31;4/3 1
hmZg( ) /g dw—/\/_dx— 1
0

TL*)OOn i=1

k k
> ﬁ) (713/ 2. % \/5>
lim (i—l — lim n3k/2—4m/3 . i=1 (2/3)k
e ) N
i=1 =1
oile 3k/2=4m/3, czyli k=81 m=09.

Dla tych wartosci k£ i m szukana granica jest rowna
28 X 49 226
35.39 317

Wobec tego

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ciggu jest réowna 22¢/317 dla k=8 i m =9.

808. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g:[a, b — R spetiaja nieréwnosé

f@) < glx)
dla kazdego z € [a, b], to srodek ciezkosci figury

{(z,9): wela, 0] A fz)<y<g()}
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XY
lezy w punkcie <P’ P)’ gdzie

b

X=[ooe) g de, =3[ - (@) e, P=[ol) - fyds.

Wyznaczy¢ srodek ciezkosci (x,, y,) obszaru Z,, ograniczonego prosta o réwnaniu y =z
i krzywa o réwnaniu y = |z|- W

Obliczy¢ graniczne wartosci rg = nll_{go Ty, Oraz Yg :n11lg0 Yn- Jakiej zaleznosdci miedzy
T 1 Yyq powinnismy oczekiwac i dlaczego?

Rozwigzanie:
Poniewaz dane w zadaniu krzywa i prosta przecinaja sie w punktach (0,0) 1 (1, 1), a przy
tym |z|- ng dla x€]0, 1], przeprowadzamy obliczenia dla [a, b|=[0, 1], f(z)=z"+D/"
oraz g(x)=x. Otrzymujemy kolejno:

L L 3 3n+1)/n
/ , 3 (Bn+1)/n L, 3 3ntl
B 1
~3-(3n+1)’
1
_1. i 2, 2(n+1)/n _5573_ g Bt 2)/n _1_ n . 1
Y = T —x dr = - = ,
2 J 6 2-3n+2)/n » 6 2-3n+2) 3-(3n+2)

1
22 p@nt)/n

; (n+1)/n 1 n 1
P:/:c—x de=— —
0

T2 2+l 2-(2n+1)

2 (2n+1)/n

xr=

W rezultacie wspotrzedne srodka cigzkosei figury Z,, to

X 2-(2n+1) Y 2-(2n+1)
Tp=—S="—"7—+ oraz Yp === .
P 3-(3n+1) P 3-(3n+2)

Wobec tego z¢ =yg =4/9.

Dla bardzo duzych n obszar Z, jest nieznacznie pogrubionym odcinkiem o koncach
(0,0) i (1, 1), wiec nalezy oczekiwaé, ze jego srodek ciezkosci lezy bardzo blisko tego
odcinka. W konsekwencji nalezy oczekiwaé, ze xg = yg.

809. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(m, y,2): Py A< A o> —3} .

Interesujaca wspotrzedna srodka ciezkosci jest liczba wymierng o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.

Rozwigzanie:

Zdefiniowany w tresci zadania odcinek kuli powstaje przez obrot obszaru

1
{(fc, y): —g<e<LA o<y<@}
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wokot osi OX. Jego $rodek ciezkosci lezy wiec w punkcie (zg, 0, 0), gdzie
1

- / x(m)Q dx

-1/3
Tg= -
- / (\/1—3:2)2d:c
~1/3
Obliczamy:
1 ) 1 22 gl 1
. — 2 = — 3 = - — — -
/w(x/l :U)dx /x x° dx 5 1
—1/3 -1/3 =-1/3
11 1+ 1 _162—81—18+1_64_16
2 4 18 324 324 324 81
oraz
1 1 3 1
—\2 T .1 1_i_81—27+27—1_@
/(\/1 x) dx /1 zdr =1 3 =1 3+3 T a1 =31
-1/3 -1/3 a=-1/3
skad
_16/81 1
° 80/81 5

Odpowiedz: Srodek ciezkosci odcinka kuli zdefiniowanego w treéci zadania lezy

1
w punkcie (5, 0, 0).

810. Obliczy¢ dtugosé krzywej
{(m, :(:3/2) : z €0, 13]} .

Rozwigzanie:
Zgodnie ze wzorem na dtugosé krzywej bedacej wykresem funkeji f(x) —2%/? na przedziale
[a, b] =0, 13] otrzymujemy'
)3/2 13

=0

b

1
[V (@) de= [ \/ Z it
:8_((9 13+4 3/2 ) ( 117+4 3/2 ) ( 121 3/2_1):

27
8 (1331 B ) 1331-8 1323 1350—27 #9227 100 -0
27\ 8 oo2r 2 27 27 2

Odpowiedz: Dana w zadaniu krzywa ma dtugos¢ 49.
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