Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

Zadania do oméwienia na ¢wiczeniach w pigtek 31.03.2023.
Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed ¢wiczeniami !!!
Catka Riemanna i zastosowania calki oznaczonej.

Poczatkowe dwa zadania zostaly oméwione na wyktadzie.

Kolejnych szes¢ zadan jest przeznaczonych do samodzielnej analizy — maja poda-
ne rozwigzania i beda omawiane na ¢wiczeniach tylko na wyrazne zyczenie studentéw
lub wtedy, gdy pozostate zadania zostang omowione przed zakonczeniem ¢wiczen.

773. Obliczy¢ catke

1
/xgdx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu
catkownia na réwne czesci.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownac¢ wyniki.

774. Obliczy¢ catke
1
/ VvV dx
0
poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownac¢ wyniki.

775. Obliczy¢ catke

1
/2”C dz
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum Riemanna odpowiadajacych podziatom przedziatu
catkownia na réwne czesci.

Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartosé calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownac¢ wyniki.

776. Obliczy¢ granice
2n kS
li —_—
M2 B

777. Obliczy¢ dtugosé krzywej

{(m, g-x3/2> c xel0, 15]} :
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778. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g: [a, b] — R spelniaja nieréwnosé

f(z) <g(z)
dla kazdego z € [a, b], to $rodek ciezkosci figury

{(z,9): wela,b] A fz) <y<g(a)}

XY
lezy w punkcie (P’ P)’ gdzie

b b
X=[o(g@)~f@)dr, V=2 [(g@)’~(f@) dr,  P=[ga)-f)do.

Wyznaczyé srodek ciezkodcei obszaru ograniczonego parabolg o réwnaniu y = 22 i prosta
o réwnaniu y = .

779. Obliczyé pole powierzchni obrotowej (torusa) powstatej przez obrét okregu
o réwnaniu
(=2 +¢*=1

wokot osi OY'.
Pole powierzchni powstalej przez obrot krzywej {(z, f(x)): x € [a, b]}, gdzie 0<a <b
oraz f € C'([a, b)), wokot osi OY jest réwne

27T-/:1:-\/1+(f’(x))2dx.

1
V1—2a2

780. Wyznaczy¢ érodek ciezkosci odcinka kuli

dx = arcsinz +C.

W rozwiazaniu moze si¢ tez przydaé¢ wzor /

1
{(x,y, 2): P2yt A x}g}.

Interesujaca wspotrzedna $rodka ciezkosci jest liczbg wymierng o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.

W kazdym z kolejnych dwunastu zadan podaj w postaci uproszczonej wartosc¢
granicy ciggu.

1 1 1 1
781. i e —— =
"LI%O(Qn—Fl+2n+2+2n+3+ +2n+k:+ +6n>
782. i ( ! + L + L +...+ L +...+ 1>
. lim e ——— ) =
n—oo\n+2 n+4 n+6 n—+2k In
1 1 1 1
783. i = = .
”Lrglo(n+4+n+8+n+12+ T T 1n>
n+1 n—+2 k ™
784. li e t+r—+ = .
nl—>r{>10<n2+(n+1)2+n2+(n+2)2+ +n2—|—k2+ +50n2>
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785, i n+1 n n+2 S k - on
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n—oo\ 2n2+(n+1)2  2n2+(n+2)?2 2n2 + k? 27n?
1 2 k 3n
786. li it =
oo\ 3n2 11 Bn2td T Bne A +12n2>

787. lim
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788.
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-+
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n n
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nosoo n2l

792, lim (4 —
. lim | — R T
n—oo\n?  (n+1)2 (n+2)? (n+3)2

793. Obliczy¢ catke
1
/ Vrdx
0

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é catki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownaé¢ wyniki.

794. Obliczy¢ catke
3

/ M dx

1

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$¢ calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rowna¢ wyniki.

795. Obliczy¢ catke
2
JERC
1

poprzez obliczenie granicy ciggu sum catkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczy¢ wartos$é calki przez bezposrednie catkowanie i po-
rownac¢ wyniki.
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796. Obliczy¢ dtugosé krzywej

797. Obliczy¢ pole powierzchni fragmentu paraboloidy obrotowej
{(az, y,2): 2 +y*=2< 1} .

798. Obliczy¢ objetosé bryty
{@y,2): 2?+12<2<1]

i wyznaczy¢ potozenie jej srodka ciezkosci.

799. Obliczy¢ objetos¢ bryty
{@y,2): 2+ +20°2 <2 <1}

i wyznaczy¢ potozenie jej srodka ciezkoSci.

800. Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ srodek ciezkosci (z,,, y,,) obszaru Z,
ograniczonego prosta o réwnaniu y =z i krzywa o réwnaniu y = |x|™.

Obliczy¢ graniczne wartosci xg :nhl& T, Oraz yc :nh_g)lo Yn. Jakich wartosci xg 1 ygo
powinnismy oczekiwac i dlaczego?

801. Obliczy¢ granice

) G- (Yn+ Yn+1+n+2+ ..+ V2n)
1m .
n=oondyn+14+vn+2+4 .. 4+v2n

802. Obliczy¢ objetosé torusa powstatego przez obrot kota

{(z,9): (@=5)+y <9}
wokét osi OY.
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Zadania do oméwienia na wykltadzie w Srode 5.04.2023.

803. Pomarancze o cienkiej skorce pokrojono na plasterki réwnej grubosci. Ktore
plasterki maja wiecej skorki: te blizej rownika, czy te blizej biegunow?

804. Dane sa dwie sfery o réznych promieniach. Dysponujemy cyrklem o statym roz-
warciu mniejszym od promienia mniejszej sfery. Na kazdej ze sfer rysujemy tym cyrklem
okrag. Na ktorej sferze narysowany okrag ogranicza wigksze pole?

805. Gdzie lezy srodek ciezkosci potsfery?
806. Gdzie lezy srodek ciezkosci potkuli?
807. Obliczy¢ granice (ciagu)
. (\/T+ﬂ+\/§+\/?1+\/5+...+\/n—3+\/n—2+\/n—1+\/ﬁ)k
o (Y1+ Y2+ 3+ YA+ 5+ + =3+ =2+ Yn—1+¥n)"

dla tak dobranych wzglednie pierwszych liczb naturalnych £ i m, aby granica ta byta
liczba rzeczywista dodatnig.

808. Wiadomo, ze jezeli funkcje ciagte f, g: [a, b] — R spelniaja nieréwnosé
f(z) <g(z)
dla kazdego z € [a, b], to $rodek cigzkosci figury
{(z,y): wela,b] N flz)<y<g(z)}

XY
lezy w punkcie (P’ P)’ gdzie

X=[o(g@)-f@)de, V=1 [@@)P- (@), P=[g@)-f@)dr

a

Wyznaczy¢ srodek ciezkosci (z,, y,) obszaru Z,, ograniczonego prosta o réwnaniu y =x

i krzywa o réwnaniu y = |z|- W
Obliczy¢ graniczne wartosci x¢ = lim x,, oraz ys = lim y,. Jakiej zaleznosci miedzy
n—oo n—oo

Ta 1 Yo powinnismy oczekiwaé i dlaczego?
809. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci odcinka kuli
1
{(x, y,2): B+ +22<1IA o> —3} .

Interesujaca wspotrzedna srodka cigzkosci jest liczba wymierng o jednocyfrowym liczniku
1 mianowniku.

810. Obliczy¢ dtugosé krzywej

{(:}c, 353/2): z €0, 13]}.
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Catlka oznaczona jako granica ciggu sum Riemanna — przydatne wzory.

Zalozenia: Funkcja f:[a, ] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1, Tn2s-- s Tomn—1, Tnm, ), ktory jest podziatem na m,, przedzialikdw.
I tak =z, oznacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zakladamy, ze $rednice podziatéw daza
do 0:

lim max (zh,r—ZTnr_1)=0.
N—>001<k<mH< n,k n,k 1)

I do tego jeszcze z kazdego przedzialiku kazdego podziatu wybieramy dowolnie jeden
punkt, a dokladniej z przedzialiku [z, s_1, T, k] Wybieramy punkt v, j.

Wowecezas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-
nej:

Mn

k=1

Przypadek szczegblny: n-ty podzial na n czqéci (niekoniecznie réwnych),
y-ki w prawych koncach.

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Do tego dany jest ciag podzialéw przedziatu [a, b]. W tym ciagu n-tym wyrazem jest
podzial (2,0, Tn1, Tnos- vy Tnn—1, Tnn), KtOry jest podziatem na n przedzialikow. I tak
Tk OzZnacza k-ty punkt n-tego podziatu. Zaktadamy, Ze srednice podziatéow daza do 0:

lim max (z, 6 —Znr_1)=0.
nﬂoolgkgn( n,k n,k 1)

Jako punkt z przedzialiku [z, x—1, T, ] Wybieramy punkt y, x = @ k.
Wowczas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-
nej:

n

nlLIElOZ(xnk T, k— 1 xnk /f

k=1

Przypadek szczegélny: n-ty podzial jest podzialem
na n ré6wnych przedzialéw, y-ki sg prawymi koncami.

Zalozenia: Funkcja f:[a, b] — R jest catkowalna.
Przyjmujemy, ze n-ty podzial przedziatu [a, b] sktada sie z punktéw

b—a
Tpp=0a+k-
n
oraz ze sg one jednoczes$nie y-kami wybranymi do obliczania wartosci funkcji f:

b—a
—
Woéwecezas cigg odpowiednich sum catkowych Riemanna jest zbiezny do catki oznaczo-

nej: ( >):g&( Zf< )) /f

$%2<
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Wzory na dlugosci, pola, objetosci i srodki ciezkoSci

Musisz znaé¢ wzory (x). Pozostate wzory, czyli (777), musisz umie¢ rozpoznaé¢ w po-
nizszym spisie i umie¢ je zastosowac.

P=[g@)~ f(x)da (+)
fo-(g(@) — f@) de L [(g(x)* — (f(x) do
g , “b (777)
[9(@) = f(z) da [9(@) = f(z) da
L= [V1+(/(@) da (+)
o TH (@) do [ £(@) T+ (@) do
g 2 , 2 . (777)
ar 1+ (f'(2))* da ({ 1+ (f'(2))? da
b [o- ()~ () do
Vox=m /g (z)— f*(z) dw Ts="— (777)
d [¢(x) — f2(a) da

b . S f(@)- 1+ (f'(2)) do
Pox =21 / F@) 1+ (f(2) de T = (277)
a [F (@) 1+ (f'(2)) da
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