
Jarosław Wróblewski Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

Zadania do omówienia na ćwiczeniach w piątek 31.03.2023.

Zadania należy spróbować rozwiązać przed ćwiczeniami !!!

Całka Riemanna i zastosowania całki oznaczonej.

Początkowe dwa zadania zostały omówione na wykładzie.
Kolejnych sześć zadań jest przeznaczonych do samodzielnej analizy – mają poda-

ne rozwiązania i będą omawiane na ćwiczeniach tylko na wyraźne życzenie studentów
lub wtedy, gdy pozostałe zadania zostaną omówione przed zakończeniem ćwiczeń.

773. Obliczyć całkę
1∫
0

x3 dx

poprzez obliczenie granicy ciągu sum Riemanna odpowiadających podziałom przedziału
całkownia na równe części.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczyć wartość całki przez bezpośrednie całkowanie i po-

równać wyniki.

774. Obliczyć całkę
1∫
0

√
x dx

poprzez obliczenie granicy ciągu sum całkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczyć wartość całki przez bezpośrednie całkowanie i po-

równać wyniki.

775. Obliczyć całkę
1∫
0

2x dx

poprzez obliczenie granicy ciągu sum Riemanna odpowiadających podziałom przedziału
całkownia na równe części.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczyć wartość całki przez bezpośrednie całkowanie i po-

równać wyniki.

776. Obliczyć granicę

lim
n→∞

2n∑
k=1

k3

5k4+n4
.

777. Obliczyć długość krzywej{(
x,
2
3
·x3/2

)
: x∈ [0, 15]

}
.
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778. Wiadomo, że jeżeli funkcje ciągłe f, g : [a, b]→R spełniają nierówność
f(x)¬ g(x)

dla każdego x∈ [a, b], to środek ciężkości figury
{(x, y) : x∈ [a, b] ∧ f(x)¬ y¬ g(x)}

leży w punkcie
(
X

P
,
Y

P

)
, gdzie

X =
b∫
a

x ·(g(x)−f(x)) dx , Y =
1
2
·
b∫
a

(g(x))2−(f(x))2 dx , P =
b∫
a

g(x)−f(x) dx .

Wyznaczyć środek ciężkości obszaru ograniczonego parabolą o równaniu y=x2 i prostą
o równaniu y=x.

779. Obliczyć pole powierzchni obrotowej (torusa) powstałej przez obrót okręgu
o równaniu

(x−2)2+y2=1

wokół osi OY .
Pole powierzchni powstałej przez obrót krzywej {(x, f(x)) : x∈ [a, b]}, gdzie 0¬ a< b

oraz f ∈C1([a, b]), wokół osi OY jest równe

2π ·
b∫
a

x ·
√
1+(f ′(x))2 dx .

W rozwiązaniu może się też przydać wzór
∫ 1√
1−x2

dx=arcsinx+C.

780. Wyznaczyć środek ciężkości odcinka kuli{
(x, y, z) : x2+y2+z2¬ 1 ∧ x 1

3

}
.

Interesująca współrzędna środka ciężkości jest liczbą wymierną o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.

W każdym z kolejnych dwunastu zadań podaj w postaci uproszczonej wartość
granicy ciągu.

781. lim
n→∞

( 1
2n+1

+
1
2n+2

+
1
2n+3

+ ...+
1
2n+k

+ ...+
1
6n

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

782. lim
n→∞

( 1
n+2

+
1
n+4

+
1
n+6

+ ...+
1
n+2k

+ ...+
1
9n

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

783. lim
n→∞

( 1
n+4

+
1
n+8

+
1
n+12

+ ...+
1
n+4k

+ ...+
1
81n

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

784. lim
n→∞

(
n+1

n2+(n+1)2
+

n+2
n2+(n+2)2

+ ...+
k

n2+k2
+ ...+

7n
50n2

)
= . . . . . . . . . . . . . .
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785. lim
n→∞

(
n+1

2n2+(n+1)2
+

n+2
2n2+(n+2)2

+ ...+
k

2n2+k2
+ ...+

5n
27n2

)
= . . . . . . . . . .

786. lim
n→∞

(
1

3n2+1
+
2

3n2+4
+ ...+

k

3n2+k2
+ ...+

3n
12n2

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

787. lim
n→∞

(
n

n2+1
+
n

n2+4
+ ...+

n

n2+k2
+ ...+

n

2n2

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

788. lim
n→∞

(
n

3n2+1
+
n

3n2+4
+ ...+

n

3n2+k2
+ ...+

n

4n2

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

789. lim
n→∞

(
n

3n2+1
+
n

3n2+4
+ ...+

n

3n2+k2
+ ...+

n

12n2

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

790. lim
n→∞

(
n

3n2+(n+1)2
+

n

3n2+(n+2)2
+ ...+

n

3n2+k2
+ ...+

n

12n2

)
= . . . . . . . . . .

791. lim
n→∞

120+220+320+ ...+n20

n21
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

792. lim
n→∞

(
n

n2
+

n

(n+1)2
+

n

(n+2)2
+

n

(n+3)2
+ ...+

n

(2n)2

)
= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

793. Obliczyć całkę
1∫
0

3√x dx

poprzez obliczenie granicy ciągu sum całkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczyć wartość całki przez bezpośrednie całkowanie i po-

równać wyniki.

794. Obliczyć całkę
3∫
1

x44 dx

poprzez obliczenie granicy ciągu sum całkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczyć wartość całki przez bezpośrednie całkowanie i po-

równać wyniki.

795. Obliczyć całkę
2∫
1

3x dx

poprzez obliczenie granicy ciągu sum całkowych Riemanna.
Potem (a nie przedtem !!!) obliczyć wartość całki przez bezpośrednie całkowanie i po-

równać wyniki.
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796. Obliczyć długość krzywej{(
x,
ex+e−x

2

)
: x∈ [0, 1]

}
.

797. Obliczyć pole powierzchni fragmentu paraboloidy obrotowej{
(x, y, z) : x2+y2= z¬ 1

}
.

798. Obliczyć objętość bryły{
(x, y, z) : x2+y2¬ z¬ 1

}
i wyznaczyć położenie jej środka ciężkości.

799. Obliczyć objętość bryły{
(x, y, z) : x4+y4+2x2y2¬ z¬ 1

}
i wyznaczyć położenie jej środka ciężkości.

800. Dla każdej liczby naturalnej n 2 wyznaczyć środek ciężkości (xn, yn) obszaru Zn
ograniczonego prostą o równaniu y=x i krzywą o równaniu y= |x|n.
Obliczyć graniczne wartości xG= lim

n→∞
xn oraz yG= lim

n→∞
yn. Jakich wartości xG i yG

powinniśmy oczekiwać i dlaczego?

801. Obliczyć granicę

lim
n→∞

6√n ·
(
3√n+ 3

√
n+1+ 3

√
n+2+ ...+ 3

√
2n
)

√
n+
√
n+1+

√
n+2+ ...+

√
2n

.

802. Obliczyć objętość torusa powstałego przez obrót koła{
(x, y) : (x−5)2+y2¬ 9

}
wokół osi OY .
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Zadania do omówienia na wykładzie w środę 5.04.2023.

803. Pomarańczę o cienkiej skórce pokrojono na plasterki równej grubości. Które
plasterki mają więcej skórki: te bliżej równika, czy te bliżej biegunów?

804. Dane są dwie sfery o różnych promieniach. Dysponujemy cyrklem o stałym roz-
warciu mniejszym od promienia mniejszej sfery. Na każdej ze sfer rysujemy tym cyrklem
okrąg. Na której sferze narysowany okrąg ogranicza większe pole?

805. Gdzie leży środek ciężkości półsfery?

806. Gdzie leży środek ciężkości półkuli?

807. Obliczyć granicę (ciągu)

lim
n→∞

(√
1+
√
2+
√
3+
√
4+
√
5+ ...+

√
n−3+

√
n−2+

√
n−1+

√
n
)k(

3√1+ 3
√
2+ 3
√
3+ 3
√
4+ 3
√
5+ ...+ 3

√
n−3+ 3

√
n−2+ 3

√
n−1+ 3

√
n
)m

dla tak dobranych względnie pierwszych liczb naturalnych k i m, aby granica ta była
liczbą rzeczywistą dodatnią.

808. Wiadomo, że jeżeli funkcje ciągłe f, g : [a, b]→R spełniają nierówność
f(x)¬ g(x)

dla każdego x∈ [a, b], to środek ciężkości figury
{(x, y) : x∈ [a, b] ∧ f(x)¬ y¬ g(x)}

leży w punkcie
(
X

P
,
Y

P

)
, gdzie

X =
b∫
a

x ·(g(x)−f(x)) dx , Y =
1
2
·
b∫
a

(g(x))2−(f(x))2 dx , P =
b∫
a

g(x)−f(x) dx .

Wyznaczyć środek ciężkości (xn, yn) obszaru Zn ograniczonego prostą o równaniu y=x
i krzywą o równaniu y= |x| · n

√
|x|.

Obliczyć graniczne wartości xG= lim
n→∞
xn oraz yG= lim

n→∞
yn. Jakiej zależności między

xG i yG powinniśmy oczekiwać i dlaczego?

809. Wyznaczyć środek ciężkości odcinka kuli{
(x, y, z) : x2+y2+z2¬ 1 ∧ x−1

3

}
.

Interesująca współrzędna środka ciężkości jest liczbą wymierną o jednocyfrowym liczniku
i mianowniku.

810. Obliczyć długość krzywej{(
x, x3/2

)
: x∈ [0, 13]

}
.
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Całka oznaczona jako granica ciągu sum Riemanna – przydatne wzory.

Założenia: Funkcja f : [a, b]→R jest całkowalna.
Do tego dany jest ciąg podziałów przedziału [a, b]. W tym ciągu n-tym wyrazem jest
podział (xn,0, xn,1, xn,2,..., xn,mn−1, xn,mn), który jest podziałem na mn przedzialików.
I tak xn,k oznacza k-ty punkt n-tego podziału. Zakładamy, że średnice podziałów dążą
do 0:

lim
n→∞

max
1¬k¬mn

(xn,k−xn,k−1)= 0 .

I do tego jeszcze z każdego przedzialiku każdego podziału wybieramy dowolnie jeden
punkt, a dokładniej z przedzialiku [xn,k−1, xn,k] wybieramy punkt yn,k.
Wówczas ciąg odpowiednich sum całkowych Riemanna jest zbieżny do całki oznaczo-

nej:

lim
n→∞

mn∑
k=1

(
(xn,k−xn,k−1) ·f (yn,k)

)
=
b∫
a

f(x) dx .

Przypadek szczególny: n-ty podział na n części (niekoniecznie równych),
y-ki w prawych końcach.

Założenia: Funkcja f : [a, b]→R jest całkowalna.
Do tego dany jest ciąg podziałów przedziału [a, b]. W tym ciągu n-tym wyrazem jest
podział (xn,0, xn,1, xn,2,..., xn,n−1, xn,n), który jest podziałem na n przedzialików. I tak
xn,k oznacza k-ty punkt n-tego podziału. Zakładamy, że średnice podziałów dążą do 0:

lim
n→∞
max
1¬k¬n

(xn,k−xn,k−1)= 0 .

Jako punkt z przedzialiku [xn,k−1, xn,k] wybieramy punkt yn,k=xn,k.
Wówczas ciąg odpowiednich sum całkowych Riemanna jest zbieżny do całki oznaczo-

nej:

lim
n→∞

n∑
k=1

(
(xn,k−xn,k−1) ·f (xn,k)

)
=
b∫
a

f(x) dx .

Przypadek szczególny: n-ty podział jest podziałem
na n równych przedziałów, y-ki są prawymi końcami.

Założenia: Funkcja f : [a, b]→R jest całkowalna.
Przyjmujemy, że n-ty podział przedziału [a, b] składa się z punktów

xn,k= a+k ·
b−a
n

oraz że są one jednocześnie y-kami wybranymi do obliczania wartości funkcji f :

yn,k=xn,k= a+k ·
b−a
n
.

Wówczas ciąg odpowiednich sum całkowych Riemanna jest zbieżny do całki oznaczo-
nej:

lim
n→∞

n∑
k=1

b−a
n
·f
(
a+k · b−a

n

)= lim
n→∞

b−a
n
·
n∑
k=1

f

(
a+k · b−a

n

)= b∫
a

f(x) dx .
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Wzory na długości, pola, objętości i środki ciężkości
Musisz znać wzory (∗). Pozostałe wzory, czyli (???), musisz umieć rozpoznać w po-

niższym spisie i umieć je zastosować.

P =
b∫
a

g(x)−f(x) dx (∗)


b∫
a
x ·(g(x)−f(x)) dx
b∫
a
g(x)−f(x) dx

,

1
2 ·
b∫
a
(g(x))2−(f(x))2 dx
b∫
a
g(x)−f(x) dx

 (???)

L=
b∫
a

√
1+(f ′(x))2 dx (∗)


b∫
a
x ·
√
1+(f ′(x))2 dx

b∫
a

√
1+(f ′(x))2 dx

,

b∫
a
f(x) ·

√
1+(f ′(x))2 dx

b∫
a

√
1+(f ′(x))2 dx

 (???)

VOX =π ·
b∫
a

g2(x)−f 2(x) dx xs=

b∫
a
x ·(g2(x)−f 2(x)) dx
b∫
a
g2(x)−f 2(x) dx

(???)

VOY =2π ·
b∫
a

x ·(g(x)−f(x)) dx ys=

b∫
a
x ·(g2(x)−f 2(x)) dx

2 ·
b∫
a
x ·(g(x)−f(x)) dx

(???)

POX =2π ·
b∫
a

f(x) ·
√
1+(f ′(x))2 dx xs=

b∫
a
x ·f(x) ·

√
1+(f ′(x))2 dx

b∫
a
f(x) ·

√
1+(f ′(x))2 dx

(???)

POY =2π ·
b∫
a

x ·
√
1+(f ′(x))2 dx ys=

b∫
a
x ·f(x) ·

√
1+(f ′(x))2 dx

b∫
a
x ·
√
1+(f ′(x))2 dx

(???)
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