Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

741. Obliczy¢ catke oznaczong

B

/9 dx
o v1+
Rozwigzanie:

Wykonujae podstawienie ¢ = \/1+/z, czyli = (£2—1)% i formalnie dz =4 (3 —1t) dt,

otrzymujemy

[l

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosé¢ 16/3.

_32 g 4,8, 16
3 3 3 3

2
A(13—1) 7 At
= / 2 —1di =" —dt
¢ 1

t=1

742. Obliczy¢ catke oznaczong

f dx
44 2
, it
Rozwigzanie:

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkéw prostych:

1 1 A£E+B+C+D (%)
pu— _— — [ *
rr+a? (22+41)-22 2241 oz a?’
1:(Ax+B)-x2+C~x-($2+1>+D-<x2+1),

1=A2*+ Ba*+C2*+Cx+Da*+ D,

0 = A+C
0 = B+D
0 =C
1 = D
Stad otrzymujemy A=0 oraz B=—1.
Wobec tego
V3 V3 V3
/dm:/——i—ldx:—arctgx—l ——arctg\/_— +arctgl+1=
S oxtta? ) 2?41 a? v V3
1 1
S O TIPS B

V3 12°

1
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 1 — —— "

V3 12

37 V3 4

743. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
2

/ 4dx
f 1+ Va5 —3"
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Rozwigzanie:
Wykonamy podstawienie
= /425 -3,
czyli
3 =425-3

oraz formalnie

3t dt =20z dx

zauwazajac przy tym, ze zalezno$¢ t od x jest rosnaca, a zatem przedziatowi catkowania
x €[1, 2] odpowiada przedzial t € [1, 5].

Otrzymujemy
/2 4 dx _3/52dt 3/5t+1)( 3/5 I
{14 V425-3 20 1+t 20 | 1+t 20/ T T T
5
3 [t 3 (25 1 3
=—- | =——t+Injt+1 =— |—=-54+In6—=+1—-In2 | =—-(8+1n3) =
50 (2 +n\+|tl) 20<2 +In 2+ n) 20(+n)
_§+3-1n3
520
. 1. > . . , . - , 3-1n3
Odpowiedz: Wartos$¢ catki podanej w tresci zadania jest rowna = + 0

744. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej
0

/ z-Vr+1de
1
podajac wynik w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie
= \%U——i—l , r=t3—1
i formalnie

dx = 3t* dt.

Ponadto x=—1 odpowiada t=0, a =0 odpowiada t=1, przy czym zaleznos¢ t od x jest
monotoniczna. Stad wynika, ze przedziat catkowania x € [—1, 0] odpowiada przedziatowi

te |0, 1].

Otrzymujemy
; 7
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/x-\3/x+1d:c:/<t3—1)-t-3t2dt:3-/t6—t3dt:3- (—
-1 0

) 7T 4

11 4-7 =3 9
=3 (—) 3 o =3 = g

7T 4 28 28
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Odpowiedz: Podana catka oznaczona ma wartos¢ —9/28.

745. Obliczy¢ catke oznaczona

x
-
0/ Vr+2Yx
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie z =% i formalnie dx = 6t° dt, otrzymujemy:
2
6t° dt F 3 dt P13 48
/ \/§+9;€’/E:/t3+2t2 =0 /t+2 =0 / t:-rz t+2
0 0

dt=6- /t2 2t+4—t+82dt_

=2t% —6t*+24t —48In[t+2|| =16 —24+48 —48In4+48In2 = 40 — 48In2.

t=0

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ 40 —48In2.

746. Wskazaé takie liczby catkowite dodatnie a i b, ze
b

/dfc _T

J 2 —14x+50 2 ’

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy funkcje podcatkows
b

/ dx B
J 22—14x+50 J (x—7)24+1"

a nastepnie wykonujemy podstawienie t =x—7:

b b7 b=7

dx B dt -
a/(x—7)2+1_a/7 PN

Zauwazmy, ze

=arctg(b—7) —arctg(a—7).

t=a—"T

arctgl —arctg(—1) = g ,

skad wynika, ze warunki zadania beda spelnione, jezeli przyjmiemy b—7=11ia—7=—1.

Odpowiedz
Warunki zadania sg spetnione przez liczby a=6 i b=S8.

747. Podaé¢ warto$é¢ catki
2021

. ..
/ 22021, (x666 + 1) -sin sin cos sin sin 2% dz .
—2021

Calka ma warto$¢ 0 jako calka z funkcji nieparzystej po przedziale sy-
metrycznym wzgledem zera.
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748. Ktora catka ma wigksza wartos¢
0
/ 2022, <x666 + 1)777 -sin sin cos sin sin 2! dz
—2022

czy
2022

/ 0% (3:666 + 1)777 -sin sin cos sin sin 22°?! dx ?
0
Funkcja podcatkowa jest parzysta, skad wynika, ze podane calki sa ré6wne.

749. Obliczy¢ wartos¢ catki oznaczonej

2
a3 +4 T2 —4
/ $ v + ij : dz .
J 7 3
Wskazowka: Znalez¢ funkcje odwrotna do funkcji f okreslonej wzorem

3z3+4
fay=y 25

a nastepnie przedstawi¢ dang catke w postaci pola odpowiedniej figury.

Rozwigzanie:

Niech f:[1, 2] — R bedzie funkcja okreslona wzorem

() = 3x37+ 4 '

Zauwazmy, ze f(1)=1 oraz f(2) =2, a ponadto przeksztatcanie rownania y = f(z) pro-
wadzi kolejno do

3x34+-4 33 +4
Y= x7+ ) y* = $7+ ; Ty* =31 +4,

7y2—4:I3 3 7y2—4
3 )

Oznacza to, ze dana w zadaniu catka ma postac

Ty? —4 =323,

[ @)+ (@) de,

gdzie f71:[1, 2] = R jest funkcja odwrotng do f okreslong wzorem

3 7352—4
3 .

i 2)=
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Yy Yy
2._
1._
0 z" 0 1 9 z"
rys. 1 rys. 2
Calka

jest polem figury

zamalowanej na rysunku 1 kolorem niebieskim.
7 kolei na rysunku 2 kolorem zielonym zamalowana jest figura

Ty? —4
{(z,y): 1<y<2 A 0<x<f‘1(y)}={(x,y>: 1<y<2 A 0<z< }
ktorej pole jest réwne

/zf‘l(y) dy =

H\M
w
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<
o
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rys. 3
Dana w zadaniu catka ma wiec wartos¢ rowng polu figury zamalowanej na rysunku 3.
Poniewaz zamalowana figura jest sumg trzech kwadratow jednostkowych, jej pole jest
rowne 3.

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 3.

750. Rozstrzygnac, ktora catka jest wieksza:

2 2
127 — 1523 127 —"Txt
/4—dx czy /g—dx ?
7 15
1 1
Rozwigzanie:
) 4] 127 — 1523 3| 127 —Tx4
Niech flz)= - oraz g(z)= 15
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Wowcezas f(1)=g(1) =2 oraz f(2)=g(2) =1, a co wiecej funkcje f i g sa na przedziale
[1, 2] malejace i odwrotne do siebie.

Calka , ,
127 — 1523
/44 75wdx:/f(av)alx
1 7 1

{(z,y): 1<2<2 A 0<y< f(2)}

zamalowanej na rysunku 4.

jest réwna polu figury

A
Y
21
1+
0 1 = 70 1 > T
rys. 4 rys. 5

7 kolei caltka

2 2 2
3 127 — 724 3| 127 — Tyt
1/\ T x 1/ 5 W 1/g(y) Y

JESETOWHA POMLASEY 0 ) 1<y <2 A 0<a<g(y))

zamalowanej na rysunku 5.
Poniewaz kazda z tych figur sktada sie z kwadratu jednostkowego (niebieskiego) oraz
tego samego tréjkata krzywoliniowego (zielonego), pola obu figur sa réwne.

Odpowiedz: Podane catki sa réwne.
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751. Obliczy¢ wartos¢ caltki oznaczonej
dx

O/WEH—WE—?

Rozwigzanie:
Stosujac wzor na roéznice szedcianéw otrzymujemy

/7ﬁ+1djaﬁ—1:;0/W”““Ww

Stosujac podstawienie t = {/\/z+1, czyli x =1%—2t>+1 i formalnie dz = 6t° — 6t dt,

otrzymujemy:
; V2 V2 8 5| V2
3t° 6t
[V (Va+1) de= [ (66"~ 6e2) dt—/6t7 6t dt =" — | =
0 1 t=1
12- 3 6 .
pyg 12V 36 3 VEL 9
) 4 5 ) 20

Stosujac podstawienie t = /y/z — 1, czyli x =t5+2t3+1 i formalnie dx = 6t° + 6t dt,

otrzymujemy:
38 60 ’
2 5 2 _ 7 4 4 =
/\/ dx_/t (66 +6¢2) dt = /6t+6t dt="+~
t=—1
_3,6_
4 5 20
Ponadto
1
3-(z—1)%3 3
/3m—1dx: (z—1) =——
4 4
0 =0

W konsekwencji

/VWH V\/_ 1 20/1\/7 YT+ (ve-1) do=

1 (3\/' 3+9) f+7

) 10 40

) +20 4 20

o . - o, 3-V4 3
Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 0 + 0
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