Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

W kazdym z ponizszych 25 zadan podaj w postaci uproszczonej wartos¢ catki ozna-
czone;j.

Wskazéwka: W niektorych zadaniach lepiej nie catkowaé bezposrednio, tylko nary-
sowa¢ odpowiedniag figure i obliczy¢ jej pole.
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Kolejne cztery zadania sg przeznaczone do samodzielnej analizy — maja podane roz-
wigzania i beda omawiane na ¢wiczeniach tylko na wyrazne zyczenie studentéw lub wte-
dy, gdy pozostalte zadania zostang oméwione przed zakonczeniem ¢wiczen.

723. Obliczy¢ catke oznaczona
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Rozwigzanie:

Po skorzystaniu ze wzoru na réznice kwadratéw otrzymujemy
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Rozwigzanie:
Pochodna funkeji podcatkowej f(x)=x** dana jest wzorem
d d
! — 2
f@) dxx dx
Poniewaz f'(x) >0 dla z>1/e oraz f'(x) <0 dla 0 <x < 1/e, funkcja f jest malejaca
w przedziale (0, 1/e) i rosnaca w przedziale (1/e, +00). Zauwazmy ponadto, ze
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f/4)=1/2
oraz
F(1/2)=1/2.
Wobec tego f(x)<1/2 dla xe€(1/4,1/2), skad
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Uwaga: Obliczenia komputerowe pokazuja, ze dana w zadaniu calka ma wartosé
w przyblizeniu 0,1215. Wydaje sie to by¢ zbyt bliskie oszacowaniu 1/8 =0,125, aby
zadziataly inne metody szacowania (zapewne obarczone wiekszym btedem).

Lista 20R - 301 - Strony 300-305



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2022/23

725. Niech
filz)=var—2zx+1 oraz for1(z) = f1(fu(2)) .

Obliczy¢ wartosé caltki oznaczonej

/ fs(z)dx .
0
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze fi1(z)=|r—1|. W zwiazku z tym wykres funkcji f;og powstaje z wykresu
funkcji g przez przesuniecie tegoz wykresu w dot o 1 oraz symetryczne odbicie czedci
wykresu, ktéra znalazta sie pod osia OX. Wykresy funkeji od f; do f5 znajduja sie
odpowiednio na rysunkach od 1 do 5.
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rys. 5

Szukana warto$¢ caltki oznaczonej jest réwna polu zielonej figury z rysunku 5. Pole to
wyliczamy sumujac pola trojkatow, ktore sie na nie sktadaja:
1 25

S+ =15,
ST+

Odpowiedz: Warto$¢ podanej catki oznaczonej jest rowna 15.
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726. Rozstrzygnac, czy warto$¢ catki oznaczonej
3
/ log, (5°+3) dz
1

jest mniejsza czy wigksza od 10.
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:
f(z)=1log, (5" +3) .

Woéwcezas
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skad wynika, ze funkcja f jest Scidle wypukta.
Poniewaz f(1)=3 oraz f(3)=7, wykres funkcji f lezy ponizej cieciwy o koncach (1, 3)
i(3,7). Wobec tego f(x) <2x+1 dla z € (1, 3) i w konsekwencji

3 3
/10g2(5’c—|—3) dx</2x+1d:z::10.
1 1

Wartosé¢ ostatniej catki mozna obliczy¢ catkujac bezposrednio albo interpretujac ja geo-
metrycznie jako pole odpowiedniego trapezu.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest mniejsza od 10.
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